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ВСТУП 
 
Конспект лекцій з дисципліни «ТЕМК» для студентів ден-
ної форми навчання складається з трьох частин. Частина 1 прис-
вячена розгляду лінійних електричних кіл постійного та змінно-
го струму. Частина 2 розглядає складні лінійні та нелінійні кола 
в усталених режимах. У частині 3 розглядаються перехідні ре-
жими у лінійних електричних колах. 
Конспект лекцій призначений для надання допомоги сту-
дентам у їх самостійній та аудиторній роботі. 
Необхідність третьої частини конспекту лекцій для студен-
тів спеціальності «Системи автоматики та управління» полягає у 
тому, що фізичні основи перехідних процесів  будуть викорис-
товуватися у таких дисциплінах, таких як «Теорія автоматично-
го управління», «Автоматизований електропривод». Цей конс-
пект лекцій також буде корисний і для інших студентів, що ви-
вчають перехідні процеси у різних дисциплінах. Конспект лек-
цій складається з восьми розділів. У кінці кожного розділу є пи-
тання для самоперевірки та задачі для самостійного розв’язання. 
У першому розділі розглянуті причини виникнення перехі-
дних процесів та основні математичні положення під час аналізу 
перехідних процесів, розглянуті загальні положення класичного 
методу аналізу перехідних процесів і його математичний апарат. 
У другому розділі поданий класичний метод аналізу перехідних 
процесів у найпростіших послідовних RL-, RC-, RLC-колах. У 
третьому та четвертому розділах поданий класичний метод ана-
лізу перехідних процесів у розгалужених колах з одним та двома 
реактивними елементами відповідно. У п’ятому розділі розгля-
нуто операторний метод аналізу перехідних процесів та подано 
його математичний апарат. Шостий розділ розглядає аналіз пе-
рехідних процесів за допомогою часових характеристик. Сьомий 
розділ розглядає аналіз перехідних процесів за допомогою ком-
бінації операторного та класичного методів аналізу. Восьмий  
розділ стосується порівняння всіх методів аналізу перехідних 
процесів у лінійних електричних колах. 
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РОЗДІЛ 1 ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ                                  
КЛАСИЧНОГО МЕТОДУ 
 
1.1  Визначення та причини виникнення перехідних процесів 
Перехідні процеси будемо розглядати у лінійних електри-
чних колах із зосередженими параметрами. Лінійне електричне 
коло - коло, що містить лінійні елементи, тобто такі елементи, 
струм і напруга на яких зв'язані лінійно. Коло із зосередженими 
параметрами - це коло, у якому ми не враховуємо зміну струму 
та напруги уздовж лінії, тобто величини елементів не залежать 
від довжини лінії або кола. 
У електричних колах можуть відбуватися включення та ві-
дключення пасивних або активних гілок, коротке замикання 
окремих ділянок, різного роду перемикання, раптові зміни па-
раметрів. У результаті таких змін, що називають часто комута-
ційними або просто комутаціями, які будемо вважати такими, 
що проходять миттєво для спрощення розрахунків, у колі вини-
кають перехідні процеси, що закінчуються через деякий час (те-
оретично нескінченно великий) після комутації. 
Перехідним процесом називають процес, що виникає у 
електричному колі під час переходу кола від одного усталеного 
режиму до іншого. Зміна стану електричного кола при зміні йо-
го  електричного режиму називається комутацією. Характер ко-
мутації на схемі показано за допомогою ключа зі стрілкою (рис. 
1.1). 
 
 
 
Рисунок 1.1 – Умовне зображення комутації 
 
На рис. 1.1 а показане вмикання рубильника, а на рис. 1.1 б 
показане вимикання. 
При розгляді перехідних процесів припускають, що опір 
ключа змінюється стрибком від нескінченно великого значення 
до нуля при включенні, і навпаки - при відключенні. Перехідний 
    а      б 
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процес у колі триває певний час, що називається часом перехід-
ного процесу.  
До початку перехідного процесу і після його закінчення в 
електричному колі спостерігається, що встановився (вимуше-
ний) режим, визначається дією джерела енергії при незмінній 
схемі кола та незмінних параметрах її елементів. 
Очевидно, що джерела постійної напруги (струму) викли-
кають постійний струм кола, джерела синусоїдальної напруги 
викликають синусоїдальний струм тієї ж частоти, що й частота 
джерела. Під час перехідного процесу струму в електричному 
колі напруги на його ділянках визначаються не тільки зовнішні-
ми джерелами енергії, але й «внутрішніми» джерелами - нако-
пичувачами енергії (такими джерелами є котушки індуктивності 
і конденсатори). 
Вважають, що комутація кола відбувається миттєво, однак 
перехід від вихідного режиму роботи кола до наступного стало-
го режиму відбувається не миттєво, а протягом деякого часу. 
Пояснюється це тим, що кожному стану кола відповідає певний 
запас енергії електричних і магнітних полів на ємності та індук-
тивності відповідно. 
Під вимушеним режимом розуміємо режим постійного 
струму (напруги) або періодичного (гармонічного) струму (на-
пруги).  
Якщо припустити, що стрибком  можуть змінитися   стру-
ми в індуктивностях і напруги на ємностях,  то  енергія, що за-
пасається в них,  теж повинна змінитися стрибком. При цьому 
потужність  буде прямувати  до  нескінченності  (потужність є 
похідною від енергії),  а  це  фізично   неможливо, оскільки су-
перечить закону збереження енергії. Далі на прикладах доведе-
мо це положення (розділ 1.3). 
 Початком відліку для перехідного процесу вважають мо-
мент здійснення комутації та позначають його 0t . У момент  
часу, що  передує  комутації, струми та напруги позначають   
)0(i , )0(u ,  відразу після комутації  –  )0(i , )0(u ,  у момент 
комутації –  )0(i , )0(u , як і у джерелах [1, 2, 12]. 
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1.2 Струм у конденсаторі та напруга на ємності 
При зміні в часі напруги на обкладинках конденсатора в 
ньому наявний струм зміщення 
dt
dq
tiC )( . 
Заряд конденсатора визначається за формулою 
)()( tCutq C . 
Після підстановки останнього рівняння в передостаннє 
одержимо вираз для струму на конденсаторі 
dt
tdu
C
dt
tCud
dt
dq
ti CCC
)())((
)( . (1.1) 
Звідси одержуємо вираз для напруги на конденсаторі 
dtti
C
tu CC )(
1
)( . (1.2) 
Згідно з законом електромагнітної індукції під час прохо-
дження по котушці струму в ній індуктується ЕРС самоіндукції 
dt
td
teL
)(
)( , 
де )(t  - це потокозчеплення котушки. 
Потокозчеплення котушки індуктивності без сталевого 
осердя визначається )()( tLit . 
Ураховуючи також, що )()( tetuL , рівняння для котушки 
індуктивності має вигляд  
                
dt
tdi
L
dt
tLid
dt
d
tu LLL
)())((
)( . (1.3) 
Звідси можна одержати вираз для струму 
                dttu
L
ti LL )(
1
)( . (1.4) 
Після складання системи рівнянь, що описує електричне 
коло, здійснюється її розв’язання щодо вибраної змінної. У Як 
шукану змінну доцільно вибрати струм котушки індуктивності 
)(tiL  або напругу конденсатора )(tuC , щоб можна було надати 
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фізичного змісту похідним 
dt
tdiL )(  та 
dt
tduC )(  (дивись далі). На-
далі при викладенні матеріалу посібника змінну t  в дужках у 
виразах (1.1) – (1.4) опустимо, але будемо розуміти, що струм та 
напруга залежать від часу. 
 
1.3 Закони  комутації 
Закони комутації випливають із законів збереження енергії 
для магнітного та електричного полів. 
Із закону збереження енергії випливає, що енергія магніт-
ного чи електричного поля до комутації дорівнює енергії відпо-
відно магнітного чи електричного полів після комутації і стриб-
ком змінитися не може, оскільки, як було зазначено вище, поту-
жність буде прямувати до нескінченості, що фізично неможли-
во. 
Запишемо це математично 
)0()0()0( MMM WWW ,  )0()0()0( EEE WWW . 
Вирази потужності для електричного та магнітного полів 
2
)(
2Li
tWM , 
2
)(
2Cu
tWЕ . 
Дійсно, якщо у одержані вирази для законів збереження 
енергії підставити значення для виразів електричного та магніт-
ного полів, то одержимо закони комутації 
2
)0(
2
)0(
2
)0( 222 LiLiLi
,  
2
)0(
2
)0(
2
)0( 222 CuCuCu
. 
Скоротивши одержані вирази на сталі величини 
2
L
 та 
2
C
, 
одержимо закони комутації. 
Перший  закон комутації.  У будь-якій гілці з  індуктивніс-
тю струм і магнітний потік у момент комутації  стрибком  змі-
нитися  не  можуть. 
Розглянемо на прикладі струму. Струм котушки індуктив-
ності в початковий момент часу після комутації дорівнює стру-
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му котушки безпосередньо перед комутацією і далі починає змі-
нюватися зі значення струму до комутації: 
0)0()0( LLL iii , (1.5) 
де  )0(Li  – струм у котушці індуктивності до комутації; )0(Li  – 
струм у котушці індуктивності у момент комутації; )0(Li  – 
струм у котушці індуктивності після комутації. 
 
    R 
E L uL 
uR 
iL 
 
Рисунок 1.2 
 
Покажемо це на прикладі  RL-кола (рис. 1.2). Запишемо за 
другим законом Кірхгофа спадання напруги у цьому колі: 
LR uuE . 
Підставимо замість напруги Lu   її значення за формулою 
(1.3) і одержимо 
dt
di
LRiE LL .   
Якщо  припустити,  що  струм    установиться  стрибком,  
то напруга на індуктивності Lu  теж  прямує  до  нескінченності, 
оскільки похідна від стрибка є нескінченність.  Але  енергія 
джерела живлення E  не  дорівнює  нескінченностю, тому таке  
припущення неправильно, тому що тоді не виконується  другий  
закон  Кірхгофа. 
Розглянемо енергетичний підхід. Якщо струм i  в RL-колі 
зміниться стрибком, то енергія в цьому колі теж зміниться стри-
бком:  
2
)(
2Li
tWM  , 
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а  потужність в індуктивності буде прямувати до нескінченності, 
оскільки вона є похідною від енергії: 
dt
tdW
tp M
)(
)( . 
Але це з фізичної точки зору неможливо.  
Усе вищезазначене справедливо для струму індуктивності і 
стосується магнітного потоку, тому можемо записати 
)0()0()0( LLL , (1.6) 
де  )0(L  – магнітний потік у котушці індуктивності до кому-
тації; )0(L  – магнітний потік у котушці індуктивності в момент 
комутації; )0(L  – магнітний потік у котушці індуктивності 
після комутації. 
Дійсно, потокозчеплення визначається через струм 
)()( tLitL . 
Виразимо із записаного виразу струм 
L
t
ti
)(
)( . 
Підставимо одержане значення у перший закон комутації 
LLL
)0()0()0(
. 
Скоротивши одержаний вираз на L , одержимо вираз (1.6). 
У випадку двох і більше кіл, зв'язаних взаємною індуктив-
ністю, але за відсутності в кожній з них магнітних потоків роз-
сіювання, формулювання першого закону комутації зміниться в 
тому розумінні, що в момент комутації загальний магнітний по-
тік цих кіл не може змінитися, а струми в кожній з них окремо 
можуть зміниться стрибком. 
Другий  закон комутації. У будь-якій гілці напруга і заряд 
на  ємності   в момент комутації стрибком  змінитися  не  мо-
жуть. 
Розглянемо на прикладі напруги. Напруга на конденсаторі 
в момент часу після комутації дорівнює напрузі на конденсаторі 
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безпосередньо перед комутацією і далі починає змінюватися зі 
значення напруги до комутації  
)0()0()0( CCC uuu , (1.7) 
де  )0(Cu  – напруга на ємності  до комутації, )0(Cu  – напруга 
на ємності в момент комутації, )0(Cu  – напруга на ємності  пі-
сля комутації.       
 
    R 
E С uС 
uR 
iС 
 
Рисунок 1.3 
 
Можна аналогічно до попереднього випадку розглянути 
послідовне RC-коло (рис. 1.3), що ввімкнене під постійну напру-
гу Е. Запишемо для даного кола  2-й закон Кірхгофа: 
СR uuE . 
Запишемо напругу на резисторі R  через струм у колі Ci : 
RiuE CC . 
Виразимо струм Ci  через напругу Cu  за формулою  (1.1): 
dt
du
RCuE CC . 
Якщо  припустити,  що  напруга   Cu  встановиться  стриб-
ком,  то  її похідна  
dt
duC  буде прямувати  до  нескінченності.  
Але  енергія джерела E не дорівнює  нескінченності. Отже,  таке 
припущення   суперечить  другому  закону  Кірхгофа  і  напруга 
Cu  не  може змінитися стрибком.  
Розглянемо енергетичний підхід. Якщо струм i  уRС-колі 
зміниться стрибком, то енергія в цьому колі теж зміниться стри-
бком:  
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2
)(
2Cu
tWЕ , 
а  потужність на конденсаторі буде прямувати до нескінченнос-
ті, оскільки вона є похідною від енергії  
dt
tdW
tp E
)(
)( .  
Але це з фізичної точки зору неможливо, оскільки потуж-
ність не може дорівнювати нескінченності. 
Усе вище зазначене так само справедливо для напруги на ємнос-
ті стосується і електричного заряду. 
Дійсно, заряд конденсатора визначається за формулою 
)()( tCutq CC . 
Виразимо з отриманого виразу напругу 
C
tq
tu CC
)(
)( . 
Підставимо вираз для напруги у другий закон комутації 
C
q
C
q
C
q CCC )0()0()0( . 
Тепер, скоротивши вираз на С, можемо записати 
0)0()0( CCC qqq , (1.8) 
де  )0(Cq  – електричний заряд на ємності  до комутації; )0(Cq  – 
електричний заряд на ємності у момент комутації; )0(Cq  – еле-
ктричний заряд  на ємності  після комутації.              
1.4 Наслідки із законів комутації 
1 У момент комутації ємність за наявності початкового за-
ряду еквівалентна джерелу напруги величиною )0(CuE , а без 
нього – замиканню кола у місці її включення. 
2 У момент комутації індуктивність із нульовим струмом 
)0(Li  еквівалентна джерелу струму величиною )0(Li , а без нього 
– розриву кола. 
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1.5 Комутації при скачкоподібній зміні струму 
Є ряд комутацій, що відносять до комутацій при скачкопо-
дібній зміні струму. Прикладом такої комутації є схема, зобра-
жена на рис. 1.4. До комутації струм у котушці індуктивності L2  
дорівнює 0, а в котушці індуктивності L1  - не дорівнює 0. 
У момент комутації (відключення  ключа) струм у котушці 
індуктивності L1 змінюватися не повинен, а струм в  L2  у цей 
самий час дорівнює нулю. Тому на підставі 1-го закону Кірхго-
фа струм повинен замкнутися через дугу (при  різкій зміні стру-
му напруга на  котушці індуктивності L2 стане досить великою, 
у ключі відбудеться пробій, і буде горіти іскра). У реальній ко-
тушці струм також частково може замкнутися через міжгілкову 
ємність.  
 
    R 
E L2 
i 
L1 
 
Рисунок 1.4 
 
Після згасання дуги струми в  котушках урівнюються (все 
це відбувається  практично миттєво). У такій інтерпретації мож-
на (умовно) вважати, що струми зрівнюються миттєво. Для по-
дальшого розрахунку перехідного процесу необхідно знати 
струм після комутації )0(i . Це значення можна одержати, якщо  
використати принцип безперервності сумарного потокозчеплен-
ня при комутації: 
)0()0( . 
Насправді потокозчеплення визначається за формулою 
)()( tLit . 
i(0-
) 
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У принцип безперервності сумарного потокозчеплення за-
пишемо значення потокозчеплення. Після комутації значення 
індуктивності збільшується до виразу 21 LL . 
Тоді запишемо 
)0()()0( 211 iLLiL , 
і остаточно одержимо 
)0()0()0()0( 21
12
1
LL iii
LL
L
i . 
Стрибкоподібна зміна струмів та відповідних їм потоків у 
1L  та 2L  у момент комутації не призводить у даному випадку до 
наведення нескінченно великої сумарної ЕРС самоіндукції, оскі-
льки сумарне потокозчеплення не зазнає скачкоподібної зміни. 
При нових значеннях струмів у 1L  та 2L  магнітна енергія, що 
запасена у котушках, буде менше від енергії, що запасена у пе-
ршій котушці до комутації. Частина енергії перетвориться у те-
пло іскри, а також випроміниться. Знайдений таким чином 
струм )0(i  у 1L  та 2L  може розглядатися як незалежна початко-
ва умова для розрахунку перехідного процесу у всьому колі 
(рис. 1.4) після розриву дуги. 
При комутаціях у колах з ємностями за відсутності опорів 
також можливі досить швидкі перерозподіли зарядів, що умовно 
розглядаються як миттєві. У цьому випадку застосовується 
принцип постійності сумарного заряду. Одержані при цьому 
значення зарядів та напруг на окремих ємностях використову-
ються при розрахунках наступного перехідного процесу як не-
залежні початкові умови. 
У кінці розділу зазначимо, що струми  в  індуктивностях  і  
напруги  на  ємностях у момент комутації є  незалежними  поча-
тковими  умовами. Перехідний  процес  іде від цих  умов  до  
сталого  режиму. 
Може  бути  такий випадок,  що  початкові  умови  відпо-
відають  сталому  режиму, -  тоді  перехідного  процесу  не  бу-
де. 
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1.6 Загальна методика знаходження шуканої змінної 
1 Кожним з відомих методів аналізу лінійного кола склада-
ємо систему рівнянь, що описує нашу схему. Як метод складан-
ня рівнянь можуть бути такі методи:  метод рівнянь на підставі  
1-го та 2-го законів Кірхгофа, метод контурних струмів, метод 
вузлових потенціалів, метод накладення. 
2 Напругу на котушці індуктивності L  записуємо за допо-
могою виразу 
dt
di
Lu LL , струм для ємності записуємо на підста-
ві співвідношення 
dt
du
Ci CC  і струм на резисторі записуємо за 
допомогою закону Ома iRu . 
3 Далі, з використанням співвідношень для напруг та ємно-
стей з попереднього пункту складаємо систему лінійних неод-
норідних диференціальних рівнянь для досліджуваної схеми. 
4 За допомогою математичних перетворень отриману сис-
тему неоднорідних диференціальних рівнянь перетворюємо в 
диференціальне неоднорідне рівняння щодо шуканої змінної: 
tftxa
dt
tdx
a
dt
txd
a
n
n
n 01 .                                                              (1.9) 
Як шукані змінні доцільно вибирати струм у котушці інду-
ктивності та напругу на ємності, щоб надалі можна було б вико-
ристати закони комутації. 
5 Далі перетворюємо неоднорідне диференціальне рівнян-
ня в однорідне диференціальне рівняння, для цього прирівнює-
мо праву частину рівняння (1.9) до нуля та одержуємо рівняння 
001 txa
dt
tdx
a
dt
txd
a
n
n
n  .                                                              (1.10)
6 На підставі рівняння (1.10) з урахуванням заміни  
tx
dt
tdx
, tx
dt
txd 2
2
2
, …, tx
dt
txd n
n
n
                                                            (1.11)
складаємо характеристичне рівняння  
001 aaa
n
n                                                                (1.12)
та знаходимо його корені. 
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6 Знаходимо вимушену складову. 
7 Записуємо повне розв’язання лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння (1.9) у вигляді: 
BВИМ xxx .                                                              (1.13)
де Bx  - вимушена складова. 
Вигляд вимушеної складової для дійсних різних коренів 
n
1i
t
iВИМ
ieAx . 
Вигляд вимушеної складової для дійсних рівних коренів 
 
n
1i
t
i
m
1i
t1-k
iВИМ
ii eAetAx
m
, 
де m...21 , nm . 
Вигляд вимушеної складової для пари комплексно-спряжених 
коренів 
)sin(xВИМ ii
t
i teB
i ,  
де ii , ii 1 . 
8 На підставі незалежних початкових умов і законів кому-
тації визначаємо константи інтегрування Ai. 
9 Записуємо загальний вираз для шуканої змінної залежно 
від вигляду коренів характеристичного рівняння 1.12. 
Початковими умовами назвемо значення змінних струмів в 
індуктивностях і напруг на ємностях при 0t , тобто ті величи-
ни, які у момент комутації не змінюються стрибком. Іноді ці 
умови ще називаються незалежними початковими умовами. На 
відміну від них початкові значення всіх інших струмів і напруги 
називають залежними початковими умовами. Залежні початкові 
умови визначаються за незалежними початковими умовами за 
допомогою рівнянь, складених за 1-м та 2-м законами Кірхгофа. 
Відзначимо, що основна складність класичного методу дослі-
дження перехідних процесів у складних колах саме і полягає у 
визначенні залежних початкових умов. 
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1.7 Характеристики перехідного процесу 
Значення кореня  визначається структурою кола і пара-
метрами елементів, а стала інтегрування А залежить ще від збу-
джувальних сил  і від моменту комутації.  
За час  
1
t .                                   (1.14) 
Вільна складова струму чи напруги зменшується у e  разів (рис. 
1.5). 
Дійсно, 
368.0
718.2
111
1
)(
e
eee
eA
eA
k
k
k
k
k
t
k
t
k . 
 
τ 
А 
e
A
А 
t 
ik(t) 
tkAe  
 
Рисунок 1.5 
 
Чим більша стала часу кола, тим повільніше змінюються 
електричні змінні під час перехідного процесу. Хоча теоретично 
перехідний процес триває нескінчено довго, на практиці вважа-
ють, що вільною складовою можна нехтувати через час 
)53(t . За цей час початкове значення вільної складової 
зменшується відповідно у ( 203e ) – ( 1485e )  разів і досягає 
значень, співвимірних зі значеннями електричних змінних, 
спричинених у колі атмосферними явищами, хімічними проце-
сами та іншими факторами, які не враховуються при аналізі кіл. 
Для різних моментів часу струм у колі, що виражений у ві-
дсотках кінцевого значення, складає (таблиця 1.1). 
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Таблиця 1.1 
t 0 1τ 2τ 3τ 4τ 5τ 
iВИМ, % 100 36.79 13.53 4.98 1.83 0.67 
Для інженерних розрахунків вважають що струм перехід-
ного процесу дорівнює 3t . 
Звідси час перехідного процесу можна розрахувати за та-
кою формулою: 
3
3ppt ,                                 (1.15) 
де  – дійсна частина для комплексних коренів  і найменший з 
коренів за модулем для від’ємних дійсних коренів.  
Коефіцієнт згасання кола – величина, зворотна сталій ча-
су кола: 
1
.                                                                  (1.16)
Декремент згасання – величина, що характеризує швид-
кість згасання розглянутих коливань і дорівнює відношенню на-
пруг у момент часу t  та Tt : 
.
)(
)(
)(
)(
)(
1
1
2
1 T
Tt
t
e
e
e
Ttu
tu
tu
tu
                                                                 (1.17) 
Декремент згасання є сталою величиною, що не залежить від 
часу, а залежить лише від параметрів кіл R, L, С. 
Часто швидкість згасання коливань характеризують нату-
ральним логарифмом від декремента згасань                
Te T )ln()ln( ,                                                                 (1.18)
де  - коефіцієнт згасання; Т - період коливань. 
Величину  називають логарифмічним декрементом згасання. 
Декремент загасання знаходити має сенс лише тоді, коли 
коренені характеристичного рівняння комплексно-спряжені. 
1.8 Запитання для самоперевірки 
1 Що таке  вимушений режим? 
2 Що таке комутація? 
3 Дайте визначення перехідного процесу. 
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4 Які причини виникнення перехідних процесів? 
5 Наведіть приклади комутації. 
6 Запишіть вираз для струмів у конденсаторі та ємності. 
7 Запишіть вираз для напруг на конденсаторі і на ємності. 
8 Сформулюйте перший закон комутації. 
9 Чому дорівнює еквівалентна ємність за наявності початко-
вого заряду у момент комутації? 
10 Доведіть 1-й закон комутації за допомогою закону Кірхго-
фа. 
11 Доведіть 1-й закон комутації з енергетичної точки зору. 
12 Сформулюйте другий закон комутації.  
13 Чому дорівнює еквівалентна індуктивність із нульовим 
струмом у момент комутації? 
14 Доведіть 1-й закон комутації за допомогою закону Кірхго-
фа. 
15 Доведіть 1-й закон комутації з енергетичної точки зору. 
16 Як сформулювати по-іншому перший та другий закони 
комутації? 
17 Які є наслідки законів комутації? 
18 Що таке комутація при скачкоподібній зміні струму? 
19 Наведіть математичні приклади комутацій при скачкоподі-
бній зміні струмів. 
20 Наведіть фізичні приклади комутацій при скачкоподібній 
зміні струмів. 
21 Розкрити суть класичного методу аналізу перехідних проце-
сів. 
22 Що таке вимушений режим? 
23 Що таке сталий режим? 
24 Написати 2-й закон Кірхгофа для коливального контуру. 
25 Відносно яких змінних доцільно розв’язувати рівняння, за-
писане за другим законом Кірхгофа? Чому? 
26 До якого вигляду перетвориться складене рівняння для ко-
ливального контуру? 
27 Як одержати характеристичне рівняння? 
28 Які корені буде мати отримане характеристичне рівняння? 
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29 Запишіть загальний вигляд розв’язання для шуканої змінної.  
30  Яка особливість вимушеного режиму? 
31 Запишіть загальний вигляд рівняння та його розв’язання для 
шуканої змінної у випадку багатоконтурної розгалуженої 
схеми з реактивними елементами. 
32  Яка загальна методика знаходження шуканої змінної? 
33  Як знайти константу інтегрування у випадку, якщо схема 
описується диференціальним рівнянням 1-го порядку? 
34  Як знайти константу інтегрування у випадку, якщо схема 
описується диференціальним рівнянням 2-го порядку? 
35  Як знайти константу інтегрування у випадку, якщо схема 
описується диференціальним рівнянням 3-го порядку? 
36 Що таке стала часу кола? Як вона визначається? 
37 Що таке час перехідного процесу? 
38 Що таке коефіцієнт згасання? 
39 Що таке декремент згасання? 
40 Що таке логарифмічний декремент згасання? 
   
1.9 Завдання для самостійної роботи 
1.1 Для схеми послідовного коливального контуру з номі-
налами елементів 1R кОм, 100L мГн і 10C мкФ (діюча 
напруга стала) одержати характеристичне рівняння, знайти його 
корені і записати загальний вигляд розв’язання шуканої змінної, 
якщо як шукану змінну задано: 
1) струм у котушці індуктивності Li ; 
2) напругу на ємності  Cu . 
1.2 Для схеми, зображеної на рисунку 2.1 з номіналами 
елементів 20R кОм, 50L мГн і 1C мкФ (діюча напруга 
постійна), одержати характеристичне рівняння, знайти його ко-
рені і записати загальний вигляд розв’язання шуканої змінної, 
якщо як шукану змінну задано: 
1) струм у котушці індуктивності Li ; 
2) напругу на ємності  Cu . 
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1.3 Для схеми, зображеної на рисунку 2.1 з номіналами 
елементів 10R кОм, 5L мГн і 1C мФ (діюча напруга ста-
ла), одержати характеристичне рівняння, знайти його корені і 
записати загальний вигляд розв’язання шуканої змінної, якщо як 
шукану змінну задано: 
1) струм у котушці індуктивності Li ; 
2) напругу на ємності  Cu . 
1.4 Для схеми, зображеної на рис. 1.6 з номіналами елеме-
нтів 121R кОм, 142R  10L мГн і 1C мкФ, знайти корені 
характеристичного рівняння та записати загальний вигляд для 
шуканої змінної: 
1) струму у котушці індуктивності Li ; 
2) напруги на ємності  Cu . 
 
L uL 
uR2 
    R2 
E 
i 
С 
uC 
uR1 
    R1 
 
Рисунок 1.6 
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РОЗДІЛ 2 КЛАСИЧНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ПЕРЕХІДНИХ 
ПРОЦЕСІВ У НАЙПРОСТІШИХ КОЛАХ 
 
У цьому розділі розглянемо перехідні процеси у найпрос-
тіших колах. Такими колами є послідовні RL-, RС-, RLС-кола. 
2.1 Перехідні  процеси  у  послідовних RL - колах 
 
Послідовну гілку із опором та індуктивністю називають 
найпростішим послідовним RL-колом. 
Розглянемо найпростіше послідовне RL-коло (рис. 2.1). За-
пишемо для  нього рівняння за другим законом Кірхгофа: 
LR uuE . 
 
L uL E 
iL 
uR 
    R 
 
Рисунок 2.1 
 
Диференціальне рівняння краще складати щодо струму, 
тому що тоді можна застосувати 1-й закон комутації для визна-
чення початкових умов і знаходження констант інтегрування. 
Виразимо напругу на резисторі через його струм Li , а напругу 
на котушці індуктивності - за допомогою виразу (1.2), тоді оде-
ржимо таке рівняння 
dt
di
LRiE LL .                                                              (2.1)
Одержали неоднорідне диференціальне рівняння. Корені 
цього рівняння мають вигляд 
BLВИМLL iii .. , 
де ВИМLi .  і BLi .  – струми вимушеного  режиму та вільного проце-
су відповідно (див. розділ 1).  
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Для знаходження BLi .  запишемо однорідне диференціальне 
рівняння, для цього ліву частину неоднорідного диференціаль-
ного рівняння (3.1) прирівняємо до нуля ( 0Е )   
0.
.
BL
BL Ri
dt
di
L . 
Одержали однорідне диференціальне рівняння 1-го поряд-
ку. Для того щоб знайти розв’язання отриманого диференціаль-
ного рівняння, складаємо характеристичне рівняння, ввівши за-
міну відповідно до формул (1.11). Одержимо таке рівняння:    
.01RL  
Одержуємо такий корень характеристичного рівняння BLi . : 
L
R
. 
Запишемо вираз для вільної складової струму у котушці 
індуктивності BLi .  
/
1
/
11. )(
tLtRt
BL eAeAeAti ,                                                              (2.2) 
де   RL / ,  – стала  часу  послідовного RL-кола. Вона пока-
зує час, протягом якого вільна складова струму, загасаючи, зме-
ншується в e разів порівняно зі своїм початковим значенням 
)0(.BLi .  
Для рівняння (2.2) у момент часу t  одержуємо 
e
A
e
i
eii BBB
)0(
)0()( 1 .                                                              (2.3)
Практично можна вважати, що вільна складова струму у 
котушці індуктивності згасне за час 3t , як було показано ви-
ще (див. розділ 1.7). Розглянемо тепер, як розв’язується наведе-
не  диференціальне рівняння (2.1) для різних видів джерела сиг-
налу Е . 
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2.1.1 Включення  RL-кола  під  постійну  напругу 
 
Нехай напруга джерела постійна та не залежить від часу, 
тобто E . Розв’язання рівнянь (2.1) шукаємо у вигляді суми ви-
мушеної та вільної складових 
/
...)(
t
ВИМLBLВИМLL Aeiiiti .                                                              (2.4) 
Знайдемо вимушену складову  BИИLi .  (процес установиться, 
коли t ). У момент комутації котушка індуктивності L з ну-
льовими початковими умовами еквівалентна замиканню кола у 
місці її включення (на підставі наслідків із законів комутації, 
дивись розділ 1.4). Таким чином, вимушена складова струму для 
кола, що зображене на рис. 2.1, знаходиться так:   
R
E
i ВИМL. . 
Підставимо вимушену складову струму у котушці індукти-
вності ВИМLi .  в розв’язання (2.4) і одержимо 
/)( tAe
R
E
ti .                                                              (2.5) 
Знайдемо константу А. Для цього у нульовий моменту часу 
(t=0) запишемо рівняння (2.5): 
0)0( 0Ae
R
E
i . 
Оскільки до підключення джерела напруги E струму у колі 
не було, то за законом комутації  
)0()0()0( iii =0. 
Звідси знаходимо константу 
R
E
A . 
Тепер запишемо повний вираз для струму у котушці індук-
тивності 
/)( tL e
R
E
R
E
ti .                                                              (2.6)
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Рівняння (2.6) можна записати по-іншому, якщо позначити 
E/R  як  0.LI : 
)1()( 0.
t
LL eIti .                                                              (2.7) 
Далі на основі рівнянь (2.6) та (2.7) будуємо графік зміни у 
часі струму на котушці індуктивності. 
 
t 
E/R 
iL.B(t) 
iL.BИМ(t) 
0 
iL(t) 
-E/R 
iL(t) 
 
Рисунок 2.2  
 
Графіки з рис. 2.2. побудовані для загального випадку. На 
цьому графіку пунктиром зображена стала складова струму в 
котушці індуктивності ВИМLi .   (пряма лінія), точками – вільна  
складова струму в котушці індуктивності  BLi . , суцільна крива – 
сумарний  графік струму у котушці індуктивності: 
BLВИМLL iii .. . 
У  деяких підручниках, як графічна інтерпретація сталої 
часу кола τ наводиться такий рисунок, що зображений на        
рис. 2.3. 
 
IL.0 
 
0 t 
)(tiL  
A 
D 
F 
 
Рисунок 2.3 - Графічна інтерпретація сталої часу кола 
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Проводиться дотична до кривої залежності струму у часі 
i(t). Через кут нахилу дотичної можна визначити сталу часу ко-
ла. Продиференціюємо вираз (2.7) 
/
0.
/
0.
1
)1()( tL
t
LL eIeI
dt
d
ti
dt
d
.                                                              (2.8)
У нульовий момент часу (t=0) одержуємо вираз (2.8)  
tg
I
dt
tdi LL 0.)( . 
З прямокутного трикутника AFD виразимо  
AD
FD
tg . 
Звідки знаходимо сталу часу кола  
AD . 
Отже, стала часу кола чисельно дорівнює довжині піддоти-
чної. Знайдемо напругу на резисторі схеми 
)1()1()()( // ttLR eEeR
R
E
Rtitu . 
Знайдемо напругу на котушці індуктивності схеми 
/)( tRL EeuEtu . 
У нульовий момент часу (t=0) індуктивність еквівалентна 
розриву кола у місці її ввімкнення, а отже, струму у колі немає 
( 0Ru , EuL , 0RiL ) і вся напруга падає на джерелі Е. 
Якщо час спрямувати до нескінченності ( t ), то  напру-
га на резисторі буде дорівнювати напрузі на джерелі ( EuR ), 
напруга на котушці індуктивності буде дорівнювати нулю 
( 0Lu ), тобто індуктивність  еквівалентна закороченій ділянці 
кола у місці її ввімкнення. 
Напругу Lu   знаходимо на підставі 2-го закону Кірхгофа, 
як різницю між напругою джерела Е та напругою на резисторі R. 
Такий самий вираз можна одержати за допомогою виразу (1.2): 
dt
tdi
Ltu LL
)(
)( . 
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Нижче (рис. 2.4) наведений графік напруг на всіх елемен-
тах досліджуваного послідовного RL-кола. 
 
t 
E 
uR(t) 
0 
uL(t) 
uL(t) 
 
Рисунок 2.4  
 
Напруга  на  опорі Ru  повторює  форму  струму, і його 
крива зображена суцільною лінією, точками зображений графік  
напруги на індуктивності Lu , пунктиром позначений сумарний  
графік напруги джерела  )()( tutuE LR . 
До цих кривих теж можна провести дотичні та показати 
графічне знаходження сталої часу . 
Криві, наведені на рис. 2.3 та рис. 2.4, показують, що струм 
у колі не встановлюється миттєво, а потрібно якийсь  час (час 
перехідного процесу ) до настання вимушеного режиму. 
Струм зростає тим повільніше, чим більша стала часу кола , 
тобто чим повільніше загасає вільний струм. 
Частина енергії, що одержується від джерела, йде на збі-
льшення магнітного поля котушки, а  частина переходить у теп-
ло в її опорі.  
 
2.1.2 Включення RL-кола під гармонічну напругу 
 
При включенні послідовного RL-кола під гармонічну на-
пругу (рис. 2.5) )cos()( Em tEte , де E  – фаза джерела на-
пруги, що строго прив'язана до моменту комутації. 
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    R 
L 
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Рисунок 2.5 
 
Для кола, що зображене на рис. 2.5, запишемо систему рів-
нянь на основі другого закону Кірхгофа 
LL uRite )( . 
Замість напруги Lu  запишемо її значення за виразом (1.2): 
dt
i
LRite LL)( .                                                              (2.9) 
Одержали неоднорідне диференціальне рівняння. Запише-
мо  розв’язання для перехідного струму вихідного кола у вигля-
ді суми вимушеної та вільної складових: 
BLВИМLL iii .. . 
 Для знаходження вільної складової необхідно розв’язати 
лінійне однорідне диференціальне рівняння, яке одержуємо  з 
рівняння 2.13, прирівнявши ліву частину до нуля 
0
dt
i
LRi LL . 
Одержали однорідне диференціальне рівняння, як і у випа-
дку дії джерела сталої напруги, а отже, вільна складова струму у 
котушці індуктивності визначається за формулою 
/
. )(
t
BL Aeti ,                                                              (2.10)
де RL / . 
Вимушену складову струму ВИМLi .  знаходимо за допомо-
гою закону Ома у комплексній формі. Спочатку перейдемо від 
тригонометричної форми запису вхідної напруги до показнико-
вого за допомогою такої формули: 
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EE jjm
Emm Eee
E
EtEte
2
)sin()(  . 
Запишемо комплексний вхідний опір кола: 
LjRZjZ )( .                                                              (2.11) 
Запишемо значення комплексного вхідного струму 
LjR
Ee
Z
E
I
Ej
 . 
У знаменнику одержаного виразу одержали комплексне 
число у алгебраїчній формі запису, а у чисельнику – у показни-
ковій. Щоб поділити один вираз на інший, необхідно форму за-
пису чисельника та знаменника звести до показникової форми 
запису комплексного числа: 
IZE
Z
E
jj
L
j
L
j
Iee
xR
E
exR
Ee
I
)(
2222
 ,                                                              (2.12) 
де  
22
LxR
E
I ,   
R
x
arctg LZ . 
З урахуванням наведених вище співвідношень та за допо-
могою переходу від показникової форми запису до гармонічної 
для струму одержимо такий вираз (перехідний струм) 
/sin ti AetIi . 
Тепер необхідно знайти константу інтегрування А. Для 
цього запишемо отриманий перехідний струм у нульовий мо-
мент часу:  
/0sin0 AIi i . 
На підставі першого закону комутації одержимо 
000 ii . 
Підставимо одержане значення у вираз для перехідного 
струму: 
/0sin0 AeI i . 
З одержаного виразу виразимо сталу інтегрування iIA sin  
Запишемо повне розв’язання з огляду на значення конста-
нти інтегрування:  
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/sinsin)( tZEZE eItIti .                                                              (2.13)
Напруга на індуктивності визначається співвідношенням 
dt
tdi
LtuL
)(
)( .
 
t 
i(t) 
0 
iBИМ(t) 
iB(t) 
i(t) 
i(t) 
t 
imax 
im.BИМ(t) 
iBИМ(t) 
iB(t) 
i(t) 
0 
б) 
а) 
 
Рисунок 2.6   
 
Крива струму у котушці індуктивності )(tiL , зображена на 
рис. 2.6 а, показує, що під час загасання вільної складової стру-
му )(. ti BL   перехідний струм прямує до значення вимушеного 
струму. Однак через проміжок часу від Т/4 до 3Т/4 після вклю-
чення, що залежить від кута E , струм може досягати значень, 
що перевищують амплітуду вимушеного струму. 
Найбільш можливого значення струм досягає, якщо в мо-
мент включення кола вимушений струм дорівнює амплітуді 
( 2/ZE  або 2/ZE ), а стала часу кола досить 
велика, тобто вільний струм згасає дуже повільно. За цих умов 
E  і прикладена напруга в момент комутації повинна про-
ходити через нульове значення. Крива струму при 
2/ZE  і досить великих значеннях τ  наведена на рис. 
3.6 б. Приблизно через половину періоду після включення кола 
струм досягає майже подвоєної амплітуди вимушеного струму 
Iti 2max . 
Отже, при включенні кола R, L  до джерела гармонічної 
напруги перехідний струм ні за яких умов не може перевищува-
ти подвоєної амплітуди вимушеного струму. 
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Початкове значення вільного струму рівне за величиною та 
протилежне за знаком початковому значенню вимушеного 
струму. Тому якщо в момент включення вимушений струм про-
ходить через нуль, то початкове значення вільного струму так 
само дорівнює нулю. Вільний струм взагалі не виникає, а у  колі 
відразу встановлюється вимушений режим. Це буде при 0I  
та   I . 
Проаналізувавши одержані вирази для випадків ввімкнен-
ня послідовного RL-кола під постійну та гармонічну напругу, 
слід зазначити, що вигляд вільної складової від характеру вхід-
ної напруги (постійна чи гармонічна) не залежить, а лише зале-
жить від параметрів елементів кола. 
 
2.2 Перехідні процеси у найпростіших RC-колах 
 
Коло, що складається з послідовно включених конденсато-
ра та резистора, називають RC-колом. 
Запишемо 2-й закон Кірхгофа для даного кола (рис. 2.7): 
CR uue .                                                              (2.14) 
Розглядати перехідні процеси будемо щодо напруги на єм-
ності Cu .  Одержимо диференціальне рівняння для цієї схеми та 
розв’яжемо його щодо різних видів впливу.  
 
e 
    R 
С 
iС 
 
Рисунок 2.7 
 
Якщо ми знайдемо напругу на конденсаторі  Cu ,  то струм 
у колі  і  напругу на опорі можна визначити таким чином.  
Напруга в колі через напругу на конденсаторі 
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dt
du
Ci C . 
Напругу на резисторі знаходимо за допомогою закону Ома 
iRuR . 
Підставимо значення Ru  у вираз (3.14) для схеми після за-
микання ключа  
  CCR uRiuue . 
Якщо виразити струм у колі  через напругу Cu  та підстави-
ти у вищеодержане рівняння, то одержимо  
        
C
C u
dt
du
RCe .                                                              (2.15) 
Розв’язання цього рівняння будемо шукати у вигляді суми 
вимушеної і вільній складових  BCВИМCC uuu .. , де ВИМCu .  – 
вимушена, або стала складова, обумовлена видом джерела e ; 
BCu .  – вільна складова, що може бути знайдена за допомогою 
розв’язання лінійного однорідного рівняння. 
Знаходимо вільну складову BCu .  за допомогою  характери-
стичного рівняння, що випливає із рівняння (2.15), ввівши таку 
заміну та перетворивши його на однорідне диференціальне рів-
няння, прирівнявши ліву частину до нуля: 
C
C u
dt
du
. 
Тоді одержуємо таке характеристичне рівняння: 
0CC uuRC . 
Винесемо Cu  за дужки: 
0]1[RCuC . 
Корені цього рівняння будуть такі: 
RC
1
. 
Тепер запишемо вільну складову напруги: 
        
/
. )(
tRC
t
t
BC AeAeAetu .                                                              
(2.16) 
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Тут ми позначили CR , де   називають сталою часу 
RC-кола . Отже, швидкість заряджання ємності визначається 
сталою часу кола: чим більші значення ємності та активного 
опору, тим повільніше зростає напруга на ємності і зменшується 
струм. 
 
2.2.1 Включення RC-кола під постійну напругу 
 
Будемо розглядати загальний випадок, коли ємність заря-
джена, тобто 
00 UuC . Як і раніше, розв’язання шукаємо у 
вигляді 
BCВИМCC uuu .. . 
Вимушену складову, що відповідає постійному режиму, 
можна знайти, знаючи, що при постійному струмі ємність екві-
валентна розриву. Отже, 
Eu ВИМC. .                            
Вільну складову знаходимо за вищевикладеною методи-
кою (див. розділ 2.2): 
/
. )(
t
BC Aetu . 
Загальна формула для напруги на ємності має вигляд 
                                 /)( tC AeEtu .                                                              (2.17)
Використовуючи початкову умову 
00 UuC  
 та другий закон комутації:  
00 CC uu , 
маємо 
AEU0 . 
 Звідси знайдемо константу інтегрування 
EUA 0 . 
Остаточно одержуємо вираз для шуканої напруги на кон-
денсаторі:  
         
/
0
t
C eEUEu .                                                              (2.18)
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Запишемо вираз  для напруги на резисторі виходячи із дру-
гого закону Кірхгофа 
/
0
t
CR eUEuEu . 
 
Тоді струм у колі набуває вигляду 
/0 tR e
R
UE
R
u
i . 
Струм у колі можна знайти за допомогою виразу 
dt
du
Ci C . 
Розглянемо конкретні різні випадки. 
Відсутність початкового заряду 
Припустимо, що до початку перехідного процесу ємність 
була розряджена (тобто 00U ). Тоді розв’язок рівняння буде 
мати вигляд (2.19) 
                         /)( tC AeEtu .                  
Використовуючи початкову умову 00Cu  
 та другий закон комутації  
00 CC uu , 
маємо 
AE0 . 
 Звідси знайдемо константу інтегрування 
EA . 
Остаточно одержуємо вираз для шуканої напруги на кон-
денсаторі:  
         
// 1 ttC eEEeEu .                                                              (2.19) 
Запишемо напругу на резисторі та струм у колі 
// )(,)( ttR e
R
E
tiEetu . 
Видно, що у момент комутації (тобто t = 0) струм дорівнює 
REi /0 . Це підтверджує той факт, що в момент комутації 
незаряджена ємність є закороченою ділянкою кола. 
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Побудуємо орієнтовні графіки (рис. 2.8). 
 
t 
t 
i(t) UC (t) 
UC.B (t) 
UC.BИМ (t) 
UC (t) 
0 
0 
u/R 
u 
а) б)  
Рисунок 2.8  
 
Графіки напруг та струмів наведені на рис. 2.8. Напруга на 
опорі за формою збігається зі струмом, і тому його графік не по-
казуємо.  
На рис. 2.8 а показана загальна напруга )(tuC , вільна 
)(. tu BC  та вимушена )(. tu ВИМC  складові напруги. На рис. 2.8 б 
зображена зміна струму в колі )(ti . Ці криві показують, що на-
пруга на ємності та струм у колі не встановлюються миттєво.  
Напруга зростає і струм спадає тим повільніше, чим біль-
ша стала часу кола τ, тобто чим повільніше згасає вільна напру-
га )(. tu BC . 
Якщо ємність до моменту комутації була заряджена, то 
можливі різноманітні варіанти. 
Графіки зміни напруги та струмів наведемо для схеми з 
попереднього прикладу (рис. 2.9). Розглянемо всі три випадки 
більш детальніше. 
1) U0 > 0, U0 < E.  
 
 
t 
UC.BИМ(t) UC(t) 
UC.B(t) 
UC(t) 
0 
U0 
E i(t) 
t 
I0 
a) б)  
Рисунок 2.9  
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Із графіків на рис. 2.9 видно, що ємність від 0U   підзарядиться 
до Е.   
2) U0 > 0, U0 > E. 
У цьому випадку ємність розряджається з 0U  до Е, тому 
струм від’ємний  (рис. 2.10). 
 
t 
UC.BИМ(t) 
UC(t) 
UC.B(t) 
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Рисунок 2.10   
 
3) U0 < 0. 
У цьому випадку ємність перезарядиться з 0U  до Е (рис. 
2.11). 
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UC.B(t) 
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0 
-
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Рисунок 2.11   
 
2.2.2 Включення  RC-кола  під  гармонічну  напругу 
 
Включимо найпростіше послідовне RC-коло (рис. 2.12) під 
гармонічну напругу, що створюється джерелом 
)sin()( em tEte .  
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Рисунок 2.12 
 
Запишемо рівняння на основі другого закону Кірхгофа для 
нашої схеми: 
CR uute )( . 
Складемо рівняння відносно напруги на конденсаторі Cu . 
Виразимо напругу на резисторі за допомогою закону Ома: 
Riu CR . 
Струм кола виразимо через напругу на конденсаторі за до-
помогою виразу 
dt
du
Ci CC . 
Підставимо одержані вирази у вираз, складений на основі 
другого закону Кірхгофа для кола, що зображене на рис. 2.14: 
         C
C u
dt
du
RCte )( .                                                              (2.20)
Одержали неоднорідне диференціальне рівняння. 
Розв’язання цього рівняння буде у вигляді суми вимушеної та 
вільної складових: 
BCВИМCC uuu .. . 
Вільну складову ВCu .  знаходимо за допомогою однорідно-
го диференціального рівняння, яке одержуємо з рівняння (2.20), 
прирівнявши ліву частину рівняння до нуля 
C
C u
dt
du
RC0  
Щоб знайти корень цього рівняння, перетворимо його на 
характеристичне рівняння, ввівши заміну 
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C
C u
dt
du
. 
З урахуванням заміни запишемо попереднє рівняння 
0CC uuRC . 
Винесемо Cu  за дужки 
0]1[ CC uRCu  
У дужках одержали характеристичне рівняння, яке має ко-
рінь 
RC
1
. 
Вільна складова напруги на ємності визначається виразом   
t
BC Aeu . , 
де  
RC
11
 ;   -  стала  часу RC-кола.  
Відповідно до викладеної вище теорії, перехідна напруга на єм-
ності буде такою 
)()( .. tuutu BCВИМC . 
Вимушений режим ВИМCu .  знайдемо  за допомогою закону 
Ома у комплексній формі. Запишемо повний опір кола у показ-
никовій формі 
         Z
j2
C
2 eXRZ ,                                                               (2.21)
де  
R
X
arctg CZ  – фаза опору Z  та 
C
XC
1
 – реактивний 
опір конденсатора.  
Запишемо діючу напругу )sin()( em tEte  у показнико-
вій формі 
ee jjm Eee
2
E
E ,  де 
2
mEE . 
Комплексна напруга U  може бути знайдена множенням 
комплексного струму на опір ємності  за законом Ома 
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Z
E
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ICZIU
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2
π
j
e
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e2CX
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π
j
e
j
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ωC
1
(2R
ejEe
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2
π
j
e
zje2)
ωC
1
(2R)(
ejEe
CC
 
2
π
j
e
zje12R)(
ejEe
C
2
π
j
e
zje12)(
ejEe
 
2
π
jZe
e
12)(
E
. 
Цій комплексній амплітуді відповідає вимушена складова 
напруги на конденсаторі: 
         )
2
sin(
)(1
)(
2. ZeВИМC
t
E
tu .                                                               (2.22) 
Виходячи з наведених формул (3.22), запишемо рівняння 
загальної перехідної напруги на ємності 
.)
2
sin(
)(1
)()()( /
2
..
t
ieBCВИМCC Aet
E
tututu                                                              (2.23) 
Припустимо, що ємність до підключення зовнішнього 
джерела не мала заряду. На підставі закону комутації 
0)0()0( CC uu . Запишемо вираз 2.31 у нульовий момент ча-
су  (t=0): 
0)
2
0sin(
)(1
/0
2
Aet
E
ie ,    
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0)
2
cos(
)(1 2
A
E
Ze . 
Знайдемо з отриманого виразу  сталу  інтегрування А: 
 )
2
sin(
)(1 2
Ze
E
A . 
Одержуємо повну напругу на ємності 
/
2
)
2
sin()
2
sin(
)(1
)( tieeeC et
E
tu .                                                               (2.24) 
Графік для напруги )(tuC  (вираз 2.24) буде мати вигляд, 
аналогічний струму в RL-колі при його підключенні до гармоні-
чної напруги. 
У загальному випадку вигляд графіка (рис. 2.13) визнача-
ється співвідношеннями між  (сталою  часу  кола) і періодом 
гармонійного сигналу Т, а також  співвідношенням між фазами 
джерела напруги е  та фазою вхідного опору Z . 
Якщо фаза джерела напруги дорівнює фазі вхідного опору 
( е  = Z  ),  то вільна складова дорівнює нулю ( 0.BCu  ), оскі-
льки  00sin)sin( ZE  і відразу  настає постійний режим. 
Якщо ж різниця фаз Ze , то модуль константи ін-
тегрування A  досягає свого максимального значення та перехі-
дний процес найбільш яскраво виражений.  
Графіки напруги на ємності при Ze  для різних 
співвідношень сталої часу кола τ (рис. 2.13 а - невеликі значення 
τ, а рис. 2.13 б – великі значення τ) і періоду коливань джерела 
напруги )(te  наведені на рис. 2.13. Графіки побудовані орієнто-
вно. 
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Рисунок 2.13 
 
Приблизно через половину періоду після ввімкнення кола 
напруга на ємності досягає майже подвійної амплітуди вимуше-
ного режиму  
ВИМCC uu .max. 2 . 
Таким чином, у цьому випадку перехідна напруга на ємно-
сті ні за яких умов не може перевищувати подвійної амплітуди 
вимушеного режиму. 
Проаналізувавши одержані вирази для випадків увімкнен-
ня послідовного RС-кола під постійну та гармонічну напруг,у 
слід зазначити, що вигляд вільної складової від характеру вхід-
ної напруги (постійна чи гармонічна) не залежить, а лише зале-
жить від параметрів елементів кола. 
2.8 Перехідні  процеси  у  нерозгалуженому RLC-колі 
 
Розглянемо найпростіше нерозгалужене послідовне RLC-
коло (рис. 2.14). 
 
L uL e(t) 
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Рисунок 2.14  
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Запишемо для схеми спадання напруг на підставі другого 
закону Кірхгофа  
CLR uuuE . (2.25) 
Складемо рівняння для напруги на конденсаторі Lu , тобто 
зведемо рівняння до вигляду, де Lu  буде єдиною змінною.  
Запишемо струм у колі через напругу на конденсаторі:   
dt
du
Ci C . 
Запишемо напругу на опорі R  : 
dt
du
RCRiu CR . 
Запишемо напругу на індуктивності L :  
2
2
dt
ud
LC
dt
di
Lu CL . 
Підставимо одержані вирази у (1.5) та запишемо загальну 
напругу кола: 
C
CC u
dt
du
RC
dt
ud
LCE
2
2
. (2.26) 
Для одержаного диференціального рівняння введемо таку 
заміну 
C
C u
dt
tdu 2
2
2 )(
,  C
C u
dt
tdu )(
. 
Складемо  характеристичне  рівняння 
012 RCLC .                        (2.27) 
Для спрощення введемо таку заміну: LCa , RCb  і 1d  
та одержимо квадратне рівняння 
02 dba .                        (2.28) 
Отримане рівняння (2.28) є звичайним квадратним рівнян-
ням, корені якого визначаються за такою формулою: 
a
adbb
2
42
2,1 .                        (2.29) 
Характер вільної складової залежить від параметрів RLC-
кола, тобто від вигляду коренів (2.27).  
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Розглянемо можливі види коренів. 
1. Корені від’ємні, не рівні та дійсні 021 .  
2. Корені рівні, від’ємні та дійсні 021 . 
3. Корені комплексно-спряжені Bj2;1 . 
2.8.1  Аперіодичний  розряд  конденсатора 
Аперіодичним зарядом конденсатора, зарядженого до на-
пруги 0U , через резистор і котушку індуктивності, називається 
розряд, при якому напруга на конденсаторі монотонно спадає 
від значення 0U  до нуля, тобто не відбувається перезарядження 
конденсатора. Аперіодичний або вільний розряд конденсатора 
має місце, коли корені характеристичного рівняння різні, 
від’ємні та дійсні. 
Будемо вважати, що ємність була  заряджена до відомого 
значення 0)0( UuC . Вхідна напруга була відсутня ( 0e  ). Ви-
мушеного режиму не буде. Отже, одержимо 
tt
BCC eAeAtutu
21
21. )(0)( .                        (2.30) 
Знайдемо константи інтегрування А1  і А2. Для цього за-
пишемо вираз (2.30) для нульового моменту часу ( 0t  ) і засто-
суємо закон комутації 
21
0
2
0
10)0()0( AAeAeAUuu CC , де 1
0e .                      (2.31)
Друге рівняння для знаходження констант інтегрування 
одержуємо диференціюванням співвідношення (2.30):   
ttBC eAeA
dt
tdu
21
2211
. )( .                        (2.32) 
Для знаходження  
dt
tdu BC )(.  надамо йому фізичнго змісту: 
C
ti
Cdt
tdu
C
dt
tdu
C
C
dt
tdu BCBCBC )(1)()()( ... .                        (2.33) 
Запишемо вираз (2.33) у  нульовий момент  часу з ураху-
ванням першого закону комутації ( 0)0()0( ii , оскільки до 
комутації коло розірване і струм у ньому не проходить) 
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0
0)(
0
.
CC
oi
dt
du
t
BC . 
Таким чином, одержуємо  систему рівнянь для знаходжен-
ня констант 
.0
,
2211
210
AA
AAU
                    (2.34) 
Шукані константи А1  та А2 знаходимо із системи (2.34), 
розв’язуючи її методом Крамера:  
12
102
2
12
201
1 ,
U
A
U
A . 
Підставивши одержані вирази для константи  у співвідно-
шення (2.30), одержимо напругу на ємності 
)()( 21 12
12
0 tt
C ee
U
tu .                    (2.35) 
Для  струму у колі маємо 
)(
)(
)( 2121
12
0 ttC ee
U
C
dt
tdu
Cti .                    (2.36) 
Напруга на котушці індуктивності визначається 
)(
)(
)( 21 2121
12
0 tt
L ee
U
dt
tdi
Ltu .                    (2.37) 
Напруга на резисторі визначається 
)()()( 2121
12
0 tt
R ee
U
RCRtitu .                    (2.38) 
Дослідимо ці вирази для різних видів коренів. 
Побудуємо графіки напруг і струму таких величин  (2.35) - 
(2.38). Криві зміни напруг на ємності, опорі та на індуктивності 
(рис. 2.15 а) показують, що напруга на ємності монотонно зме-
ншується з початкового значення 0U , а струм (рис. 2.15 б), зрос-
таючи від нуля, досягає максимуму, а потім так само зменшу-
ється. 
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Рисунок 2.15   
 
Напруга на резисторі за формою повторює струм, тому йо-
го будувати не будемо. 
2.8.2 Коливальний розряд конденсатора 
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Рисунок 2.16                    
Коливальний розряд конденсатора 
буде мати місце, якщо корені ха-
рактеристичного рівняння ком-
плексно-спряжені Bj1  
та Bj2 . Для подаль-
ших викладень у ряді випадків 
зручніше працювати з показнико-
вою формою запису коренів. Це 
дозволяє відразу одержати одну 
гармонічну функцію при додаван-
ні двох експонент із комплексни-
ми показниками.  
Зобразимо корені характеристичного рівняння на комплек-
сній площині (рис. 2.16). З рисунка 2.16 видно, що  
Btg  та  
22
0 B
. 
Виразимо з одержаного рівняння B   
2
0
2
B
. 
Запишемо корені у показниковій формі з урахуванням    
рис. 2.16 та вище записаних формул 
je01    і   
je0
*
12
 .                         (2.39) 
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Показникова форма запису комплексних чисел необхідна 
для представлення коренів векторами. 
Перепишемо рівняння (2.27) у вигляді 
0
12
LCL
R
.                         (2.40) 
Введемо позначення 
L
R
2 , 
LC
12
0 . 
Перепишемо корені рівняння (1.54) 
2
0
2
2,1  . 
Тоді за теоремою Вієта запишемо 
2
021
1
LC
. 
Далі перепишемо вирази (1.49) – (3.51) з урахуванням вище 
зазначеного: 
tt
C ee
U
tu 21 12
12
0)( , 
,)( 21 21
12
0 tt
L ee
U
tu .
)(
)( 21
12
0 tt ee
L
U
ti . 
У показники експонент цих виразів замість 1  та 2  запи-
шемо їх вирази у алгебраїчному вигляді, а у інші місця у показни-
ковій формі. З урахуванням показової форми запису коренів і то-
го, що  
,22)( 20
22
0
22
0
2
12 Bj  
одержуємо вираз для напруги на ємності 
tjjtjj
B
C
BB eeee
j
U
tu 00
0
2
)(  
j
ee
eU
tjtj
t
B
BB
2
0
0 . 
(2.41) 
Оскільки із тригонометрії добре відомо, що  
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)sin(
2
x
j
ee jxjx
,  то остаточно одержимо: 
teUtu B
t
B
C sin)( 0
0
.                         (2.42) 
Перевіримо виконання закону комутації 
00 UuC  для 
отриманого співвідношення. Запишемо вираз для напруги на 
ємності при t=0: 
sin0 0
0 Uu
B
C . 
З рис. 2.16 випливає, що 
0
sin B . 
Якщо контур високодобротний, то 
B0
 і o90 . 
Аналогічним чином одержують вираз для струму i(t) у контурі 
)(ti te
L
U
B
t
B
sin0                        (2.43) 
та напруги на індуктивності Lu (t): 
.sin)( 0
0 teUtu B
t
B
L                          (2.44) 
Якщо період синусоїди досить малий порівняно із часом 
згасання експоненти te , то цю експоненту разом з коефіцієн-
том, що стоїть перед нею, можна вважати обвідною швидко ос-
цилюючої гармонійної функції. На рис. 2.17 наведено графічне 
подання отриманих виразів. Пунктиром позначена обвідна. Тра-
си графіків, що нас цікавлять, побудовані у вигляді точок.  F(t) – 
огинаюча. 
Криві зміни струму та напруги  на індуктивності і на ємно-
сті  являють собою загасаючі синусоїдальні функції з кутовою 
частотою власних коливань контуру ω і коефіцієнтом загасання  
α, причому частота та коефіцієнт загасання визначаються тільки 
параметрами RLC-кола. Зазначимо, що струм випереджає за фа-
зою напругу на ємності та відстає від напруги індуктивності. 
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Рисунок 2.17   
 
2.8.3 Граничний аперіодичний розряд конденсатора 
Граничний аперіодичний розряд конденсатора має місце, 
якщо корені  характеристичного  рівняння дійсні  та дорівнюють 
21 .  
Для однакових коренів розв’язання однорідного диферен-
ціального рівняння (1.44) має вигляд 
t
CBС etAAtutu )()()( 43. .                                                                 (2.45)
У цьому випадку ми константи шукати не будемо, а зро-
бимо граничний перехід для виразу  
)()( 21 12
12
0 tt
C ee
U
tu  
за правилом Лопіталя за умови, що λ2  наближається  до λ1, ди-
ференціюванням чисельника та знаменника за змінною λ1: 
])(
)(
[lim
)]([lim)(
1
12
1
12
0
12
12
0
21
21
21
21
d
d
ee
d
d
U
ee
U
tu
tt
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C
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tttt
tttt
etUetUeteU
eetUeet
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01010
102
0
111
1121
21  
 У результаті граничного переходу та з урахуванням того, 
що λ1=-  і =ω0, одержимо: 
1) напругу на ємності 
t
C etUtu )1()( 0 ;                                                                 (2.46)
2) напругу на індуктивності 
)1(
)(
)( 0 teU
dt
tdi
Ltu tL ;                                                                 (2.47)
3) струм у колі 
tCteUti 0)( .                                                                 (2.48)
Графіки цих функцій мають вигляд, аналогічний до вище-
наведеного. Ніяких коливань не спостерігається, тому що втрати 
досить значні і заряд на ємності не встигає поміняти полярність. 
Можна здійснити самостійно граничний перехід для  u(t). Струм 
і напругу на L знаходять диференціюванням. 
Проаналізувавши одержані вирази для випадків ввімкнен-
ня послідовного RLС-кола під постійну та гармонічну напругу 
слід зазначити, що вигляд вільної складової від характеру вхід-
ної напруги (постійна чи гармонічна) не залежить, а лише зале-
жить від параметрів елементів кола. 
2.8.4 Ввімкнення RLC-кола під постійну напругу 
Розглянемо ввімкнення коливального контуру під постійну 
напругу при нульових початкових умовах: 
0)0(i , 0)0(Cu . 
Диференціальне рівняння для кола для знаходження віль-
ної складової струму буде мати вигляд 
0
2
2
C
i
dt
di
R
dt
id
L .                         (2.49) 
З рівняння видно, що вимушена складова буде дорівнюва-
ти нулю: 
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0ВИМi . 
Розглянемо випадок, якщо корені дійсні та різні 21 . 
Вигляд вільної складової буде визначатися виразом 
tt
B eAeAi
21
21 .                         (2.50) 
У одержаному рівнянні нам необхідно визначити сталі ін-
тегрування А1 та А2 . Для цього продиференціюємо одержаний 
вираз для вільної складової струму  за змінною t : 
ttB eAeA
dt
di
21
2211 .                         (2.51) 
У загальному випадку для неоднорідного диференціально-
го рівняння струм визначається вільною та вимушеною складо-
вими )()( tiiti BВИМ .                     
Але оскільки вимушена складова струму дорівнює нулю, 
то вільна складова струму дорівнює загальній складовій струму. 
Використовуючи початкові значення та перший закон ко-
мутації, одержимо 0)0()0( ii . 
Для визначення складової 
dt
diB  надамо їй фізичного змісту  
L
u
Ldt
di
L
dt
di
L
L
dt
di LBBB 1 .                         (2.52) 
Запишемо рівняння (1.65) у нульовий момент часу 
EuuRiu CCL )0()0()0()0( . 
З урахуванням вищезазначених початкових умов маємо 
EuL )0( . 
Перепишемо умову (1.68) у нульовий момент часу 
L
E
L
u
dt
di L
t
B )0(
0
.                         (2.53) 
На підставі рівнянь (2.50), (2.51) та (2.53) запишемо систе-
му рівнянь для визначення констант  
.
)(
,)(
21
21
2211
.
21.
ttВC
tt
ВC
eBeB
dt
tdu
eBeBtu
                         (2.54) 
53 
 
Перепишемо систему (2.54) у нульовий момент часу 
.
,0
2211
21
AA
L
E
AA
 
З одержаної системи знаходимо константи 
)( 21
21
L
E
AA . 
Запишемо вираз для струму у колі 
tt
eAeAi 21 21 )(
)(
21
21
tt
ee
L
E
.                         (2.55) 
Запишемо вираз для напруги на ємності 
)()0(
1
21
12
21
tt
CC ee
E
Euidt
C
u .                         (2.56) 
Запишемо вираз для напруги на котушці індуктивності: 
)( 21 21
21
tt
L ee
E
dt
di
Lu .                         (2.57) 
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Рисунок 2.18                        
Графіки залежності 
отриманих величин від часу 
зображені на рис. 2.18. 
Для випадку, якщо ко-
рені дійсні та рівні 
21 , за аналогією до 
попереднього випадку за-
пишемо систему для визна-
чення констант: 
 
.
,
221
21
1
tttB
tt
B
etAeAeA
dt
di
teAeAi
                       (2.58) 
 
Запишемо одержану систему у нульовий момент часу: 
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.
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21
1
AA
L
E
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З одержаної системи знаходимо константи 01A ,   
L
E
A2 . 
Запишемо вираз для струму у колі 
ttttt te
L
E
te
L
E
eteAeAi 021 .                         (2.59) 
Запишемо вираз для напруги на ємності: 
).1()0(
1
tEeEuidt
C
u tCC                          (2.60) 
Запишемо вираз для напруги на котушці індуктивності: 
)1()( tEeeteE
dt
di
Lu t
tt
L .                         (2.61) 
Графіки залежності отриманих величин від часу зображені 
на рис. 2.19. 
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Рисунок 2.19   
Для випадку, якщо 
корені комплексно-
спряжені j1 , 
j2 , запишемо си-
стему для визначення конс-
тант:  
 
 
).cos()sin(
),sin(
tAeteA
dt
di
tAei
ttB
t
B
 (2.62) 
Запишемо одержану систему у нульовий момент часу: 
).cos()sin(
),sin(0
AA
L
E
A
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З одержаної системи знаходимо константи 0 ,   
L
E
A . 
Таким чином, запишемо вираз для струму у колі: 
)sin()sin( te
L
E
tAei B
t
B
t
B . (2.63) 
Запишемо вираз для напруги на ємності 
)sin()0(
1 0 teEEuidt
C
u B
t
CC . (2.64) 
Запишемо вираз для напруги на котушці індуктивності 
)).(sin()( 0 te
E
tu B
t
B
L  (2.65) 
Графіки залежності отриманих величин  (2.63), (1.64) та 
(2.65) від часу зображені на рис. 2.20. 
Як видно з рис. 2.20, струм та напруга на котушці індукти-
вності коливаються відносно нульового значення з різними по-
чатковими фазами. Напруга на ємності коливається навколо сво-
го вимушеного значення Е та не може перевищити 2Е. Вона до-
сягає свого найбільшого значення приблизно через половину 
періоду після ввімкнення кола. 
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Рисунок 2.20  
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2.8.5 Ввімкнення RLC-кола під гармонічну напругу 
Розглянемо ввімкнення коливального контуру під постійну 
напругу (рис. 1.16). Вхідна напруга буде мати вигляд 
)cos(
e
t
m
Ete  (2.66) 
Запишемо характеристичне рівняння для кола:  
0
12
LCL
R  або  02
2
0
2
. 
Далі все робимо, як і раніше, тобто розв’язок шукаємо у 
вигляді вимушеної та вільної складових ВВИМ iii . 
Вимушена складова визначається виразом 
imВИМ tIti sin .                         (2.67) 
Оскільки характеристичне рівняння другого ступеня, то 
струм визначається таким виразом 
tt
i eAeAtIti
21
21cos ,                       (2.68) 
де λ1 і λ2 – корінь характеристичного рівняння. 
Для знаходження констант А1 і А2 необхідні дві початкові 
умови, які одержуються з законів комутації 
000 ii ,  u (0)=е(0),  
оскільки струму до підключення е(t) в індуктивності не було, та 
система рівняннь 
.cos
,sin0
21
2211
21
tt
i
im
eAeAtI
dt
di
AAI
.                         (2.69) 
Значення похідної при t=0 :  
L
E
L
e
tL
u
tdt
di eL sin0
00
. (2.70) 
Підставиом одержані результати у вираз (2.69), ввівши для 
спрощення подальших викладень позначення:        
 im
e
i I
L
E
DIB sin
sin
;cos   
.
,
2211
21
AAD
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Розв’яжемо цю систему рівнянь  
12
21
1
DB
A ,  
12
22
2
DB
A . 
Одержимо вираз для вільної складової струму: 
Bi
tttt
ee
D
ee
B
2121
12
12
12
.                         (2.71) 
Можна розглядати випадки, коли корені дійсні, кратні або 
комплексні. Для випадку, коли корені комплексні, одержуємо 
вираз для вільного струму 
B
Bt
B
t
B
B
t
eDteBi
sin
sin0 , 
де D можна переписати у такому вигляді: 
ieie
z
L
L
E
z
E
L
E
D sincossincos . 
З урахуванням усього викладеного, одержуємо остаточний 
вираз для струму у контурі: 
teItIti B
t
B
ii sincoscos
0  
te
z
L
L
E
B
t
ie
B
sinsincos .                      
(2.72) 
У деяких підручниках цей вираз спрощують, вважаючи, 
що при досить великій добротності 10
B
 та 
2
. 
Як випливає з вищеодержаних результатів, форма перехід-
ного струму залежить від співвідношення B, та 0 . Розгля-
немо деякі випадки. 
1. Частота джерела збігається з резонансною частотою ко-
нтуру B0 .  
Для цього випадку співвідношення для струму можна 
представити у такому вигляді: 
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.sincos
sinsincos
3
21
    
b
B
t
a
iB
B
t
B
t
iB
teKtI
teKteKtIti
                 
Для нульового моменту часу coscos 3KI i , оскільки 
i(0)=0. Доданки a (вимушений режим) і b (вільний процес) 
останнього виразу  можна зобразити векторами, кутові швидко-
сті обертання яких однакові, але у вектора b довжина зменшу-
ється за законом 
te . Проілюструємо це для різних моментів 
часу, де I - сума векторів (рис. 2.21). 
Оскільки вектор b зменшується за законом 
te , то резуль-
туючий вектор струму збільшується за законом 1-
te  . Це по 
суті, і є закон зміни частотою з обвідною коливань з частотою 
0B . Можна показати, що форма обвідною не залежить 
від початкової фази. 
 
a 
b 
t=0 
a 
b 
I  
t=t1 0 
a b 
I  
t2 t1 
 
Рисунок 2.21 
 
Останній вираз можна спростити, якщо врахувати, що 
0B , Rz  та ei  (резонанс):  
.sinsincos
sincoscos 0
te
R
L
L
E
teItIti
B
t
ee
B
t
B
eeB
. 
Розглянемо випадок, коли 
2
e
, тоді одержимо такий 
вираз для струму  
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te
R
E
tIti B
t
B sin10
2
cos . 
Значення амплітуди струму на резонансній частоті 
R
E
I . 
Тоді одержуємо вираз для струму у найбільш спрощеному 
вигляді: 
teIte
R
E
ti B
t
mB
t к sin1sin1 . (2.72) 
На рис. 2.22 зобразимо графік зміни струму у часі. Вигляд 
обвідної струму зображений на рис. 2.23.  
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Рисунок 2.22 
 
)]/exp(1[ km tI  
)(ti  
t   
Рисунок 2.23  
 
2 Частота джерела не збігається з резонансною частотою 
контуру: 0 , B0 ,  але відмінність цих частот невелика 
( різниця 0  -  невелика  величина). 
Тоді   )cos( iB tIi ,  а  ).cos(3 B
t
ВИМ eKi   Зо-
бразимо ці складові векторами. Припустимо, що площина  обер-
тається за годинниковою стрілкою з частотою , причому  
B . Вектор Bii  рухатися не буде, а  вектор ВИМii  буде  
обертатися  навколо  нього з кутовою частотою Ώ проти годин-
никової стрілки (вектор із частотою B випереджає ), і його 
довжина буде зменшуватися за законом 
te . Для різних момен-
тів часу із збільшенням  часу t  вектори вимушеної та вільної 
складових та сумарний вектор зображені на рис. 2.24. 
t 
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Рисунок 2.24 
 
Для даного випадку форма струму у колі може мати ви-
гляд, зображений на рис. 2.25. 
 
Рисунок 2.25 
 
Розглянемо такий випадок.  Вважаємо, що 2/е ,  тому 
2
 ( Barctg  ), B  (невелика відмінність, тоб-
то можна вважати, що 1/ B ). Початкова фаза вимуше-
ного режиму  буде така ZZei 2/ . 
Оскільки припустили, що частоти відрізняються ненабага-
то, то, отже, повинні вийти биття коливань. 
З урахуванням наведених співвідношенньодержуємо таке: 
).sin()sin( ZB
t
Z tIetIi  
Якщо  0 , одержимо 
).
2
cos(
2
sinIm2 Z
BB tti  (2.73) 
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Якщо частоти  та B  відрізняються незначно, то останнє 
співвідношення описує процес биття коливань (рис. 2.26). 
 
Рисунок  2.27  
 
Проаналізувавши одержані вирази для випадків увімкнен-
ня послідовного RLС-кола під постійну та гармонічну напругу 
слід зазначити, що вигляд вільної складової від характеру вхід-
ної напруги (постійна чи гармонічна) не залежить, а лише зале-
жить від параметрів елементів кола. 
 
2.9 Затання для самоперевірки 
 
1 Записати перше рівняння Кірхгофа для найпростішого 
RL-кола. 
2 Що таке RL-коло? 
3 Виведіть характеристичне рівняння для RL-кола. 
4 Що таке стала часу кола? 
5 За який час загасає вільна складова? 
6 Якие загальние розв’язання рівняння у випадку RL-кола? 
7 Записати сталу часу RL-кола. 
8 Розкрити сутність геометричної інтерпретації сталої часу 
кола. 
9 Яка особливість струму та напруги на резисторі? 
10 Які особливості відключення RL-кола? 
11 Які особливості включення RL-кола? 
12 Як знаходити вимушену складову RL-кола при вклю-
ченні кола під гармонічну напругу? 
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13 У якому випадку перехідний процес найбільш яскраво 
виражений? Чому? 
14 Яке значення при включенні RL-кола під гармонічну 
напругу не зможе перевищити струм?  Чому? 
15 У якому випадку перехідного процесу немає? Чому? 
16 Запишіть рівняння для аналізу перехідних процесів у 
найпростіших RС-колах класичним методом. 
17 Що таке RС-коло? 
18 Як одержати характеристичне рівняння RС-кола? 
19 Записати сталу часу RС-кола. 
20 Як визначається вимушена складова шуканої величини 
RС-кола при включенні її під гармонічну напругу? 
21 Як визначається вільна складова шуканої величини RС-
кола при включенні її під гармонійну напругу? 
22 Записати вираз для знаходження струму та напруги на 
резисторі в RС-колі. 
23 Що відбудеться із вимушеною та вільною складовими 
за відсутності початкового заряду конденсатора? 
24 Пояснити, від чого залежить характер перехідного про-
цесу. 
25 Яка особливість RС-кола за наявності початкового за-
ряду? 
26 Опишіть процес вільного розряду конденсатора. 
27 Записати друге рівняння Кірхгофа для коливального 
контуру. Які особливості розв’язання даного рівняння? 
Як розв’язати таке рівняння? 
28 Які повинні бути корені характеристичного рівняння? 
Чому? 
29 Запишіть загальний вираз для вільної складової у випа-
дку дійсних коренів. 
30 Запишіть загальний вираз для вільної складової у випа-
дку рівних коренів. 
31 Запишіть загальний вираз для вільної складової у випа-
дку комплексно-спряжених коренів. 
32 Як знаходять константи інтегрування? 
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33 Що таке аперіодичний розряд конденсатора і у яких ви-
падках він має місце? 
34 Що таке коливальний розряд конденсатора і у яких ви-
падках він має місце? 
35 У яких випадках відбувається граничний аперіодичний 
розряд конденсатора? 
 
2.10 Завдання для самостійної роботи 
 
2.1 Для RL-кола із сталою вхідною напругою одержати ха-
рактеристичне рівняння та знайти його корені, якщо      25R  
Ом, 50L , мГ. 
2.2 Для RL-кола з постійною вхідною напругою знайти 
сталу часу кола τ, якщо:  
1) 100R Ом, 1L мГ; 
2) 1R кОм, 1L мГ; 
3) 10R кОм, 1L мГ; 
4) 10R Ом, 1L мГ. 
2.3 Для RL-кола з постійною вхідною напругою знайти 
сталу часу кола τ, якщо:  
1) 100R Ом, 1L Г; 
2) 100R Ом, 1L мГ; 
3) 100R Ом, 1L мкГ; 
4) 100R Ом, 1L нГ. 
2.4 Для RL-кола знайти вираз струму у колі, якщо на вхід 
діє постійна напруга 10E В, а параметри схеми такі:      
300R Ом, 50L мГ , і побудувати його графік. 
2.5 Для RL-кола з номіналами елементів 850R Ом і 
5.1L мкГ графічним методом знайти сталу часу кола, якщо на 
вхід діє постійна напруга 10В. 
2.6 Знайти вимушену складову струму в RL-колі з номіна-
лами 8.1R кОм, 70L мГ, якщо на вхід діє гармонічна напру-
га )45300cos(220)( ttu . 
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2.7 Записати вираз для струму в RL-колі з номіналами 
5R кОм, 120L мГ і побудувати його графік, якщо на вхід діє 
гармонічна напруга )90450cos(110)( ttu . 
2.8 Для RС-кола з постійною вхідною напругою одержати 
характеристичне рівняння та знайти його корені, якщо      
100R  Ом, 1C , мФ. 
2.9 Для RС-кола з постійною вхідною напругою знайти 
сталу часу кола τ, якщо:  
1) 100R Ом, 1L мГ; 
2) 1R кОм, 1L мГ; 
3) 10R кОм, 1L мГ; 
4) 10R Ом, 1L мГ. 
2.10 Для RL-кола з постійною вхідною напругою знайти 
сталу часу кола τ, якщо:  
1) 100R Ом, 1L Г; 
2) 100R Ом, 1L мГ; 
3) 100R Ом, 1L мкГ; 
4) 100R Ом, 1L нГ. 
2.11 Для RL-кола знайти вираз струму у колі, якщо на вхід 
діє постійна напруга 10E В та 300R Ом, 50L мГ, і побу-
дувати його графіки. 
2.12 Для RL-кола з номіналами елементів 850R Ом і 
5.1L мкГ графічним методом знайти сталу часу кола, якщо на 
вхід діє постійна напруга 10В. 
2.13 Знайти вимушену складову струму у RL-колі з номі-
налами 8.1R кОм, 70L мГ, якщо на вхід діє гармонічна на-
пруга )45300cos(220)( ttu . 
2.14 Записати вираз для струму у RL-колі з номіналами 
5R кОм, 120L мГ та побудувати його графік, якщо на вхід 
діє гармонічна напруга  
)90450cos(110)( ttu . 
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РОЗДІЛ 3 КЛАСИЧНИЙ  МЕТОД  РОЗРАХУНКУ            
ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ У РОЗГАЛУЖЕНИХ КОЛАХ З 
ОДНИМ РЕАКТИВНИМ ЕЛЕМЕНТОМ 
 
3.1 Загальні теоретичні положення 
 
Теорія  даного питання була розглянута в третьому розділі 
на прикладі найпростіших послідовних RL- та RC-кіл. У випад-
ку розгалужених кіл з одним реактивним елементом використо-
вуються результати розділі 3. Тому розгляд даного питання буде 
стислими. 
Напруга на індуктивності та струм у конденсаторі визна-
чаються за допомогою виразів (1.1) та (1.3).  
Розглянемо теоретичні викладки, якщо диференціальне рі-
вняння отримане щодо струму у котушці індуктивності Li . 
Розв’язання щодо напруги на ємності Cu  має такий самий хара-
ктер, як і для струму у котушці індуктивності, тому його приво-
дити не будемо. У процесі розв’язання системи одержуємо ди-
ференціальне рівняння 1-го порядку такого вигляду: 
)(tfba
dt
di
. (3.1) 
Розв’язання однорідного диференціального рівняння 1-го 
порядку буде мати вигляд 
BLВИМLL iii .. , (3.2) 
де ВИМLi .  – вимушена складова струму, що визначається видом 
джерела, BLi .  – вільна складова. 
Вимушену складову ВИМLi .  знаходимо для вихідної схеми 
після комутації на постійному струмі з урахуванням еквівалент-
ності індуктивності замкненої ділянки кола, а ємності – розірва-
ної ділянки кола на постійному струмі. 
Для знаходження вільної складової струму неоднорідне 
диференціальне рівняння першого порядку (3.1) перетворюють у 
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однорідне диференціальне рівняння, прирівнявши праву частину 
до нуля. Після чого для розв’язання одержаного рівняння вво-
дять заміну для знаходження вільної складової: 
i
dt
di
. (3.3) 
І одержуємо характеристичне рівняння (праву частину 
прирівнюємо до нуля) вигляду 
0ba . (3.4) 
Знаходимо розв’язання характеристичного рівняння 
a
b
. (3.5) 
Запишемо загальний вираз для вільної складової 
t
BL Aeti )(. , (3.6) 
де А - константа інтегрування. 
Константу інтегрування знаходять, записуючи в нульовий 
момент часу вираз (4.8) 
Ai BL )0(. . (3.7) 
Запишемо складові струми в котушці індуктивності в ну-
льовий момент часу 
)0()0()0( .. BLВИМLL iii . (3.8) 
Звідси виражаємо вільну складову 
)0()0()0( .. ВИМLLBL iii , (3.9) 
де )0()0( LL ii  знаходимо із законів  комутації. 
Складову )0(Li  знаходимо з вихідної схеми до комутації 
на постійному струмі з урахуванням еквівалентності ємності і 
індуктивності на постійному струмі. 
 
3.2 Приклади розв’язування задач 
 
Приклад 3.1  Розрахувати всі струми та напруги у схемі,  
зображеній на рис. 3.1, у якій відбувається замикання ключа, 
якщо на вхід діє постійна напруга U . 
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L  R2 U 
i1 
    R1 
i2 
iL 
 
Рисунок 3.1 
 
Розв’язання 
Записуємо систему рівнянь на підставі 1-го та 2-го законів 
Кірхгофа: 
.
,0
,
21
22
2211
L
L
iii
Riu
RiRiU
 
Розв’яжемо отриману систему рівнянь щодо струму Li . 
Запишемо напругу на котушці індуктивності через струм 
за формулою (3.2): 
dt
di
Lu LL . 
Для простоти математичних викладень змінну t  опустимо, 
але будемо мати на увазі, що ці змінні залежать від t . 
З 3-го рівняння системи  виражаємо 1i  та підставляємо у   
1-ше рівняння системи 
2221 )( iRiiRU L . 
З 2-го рівняння системи виразимо  2i  
dt
di
R
L
i L
2
2 . 
Підставимо 2i  в перетворене 1-ше рівняння системи та 
одержимо 
dt
di
R
RR
LiRU L
2
21
11 . 
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Перетворимо дане рівняння: 
UiR
R
RR
L
dt
diL
11
2
21 ][ . 
Одержали неоднорідне диференціальне рівняння 1-го по-
рядку. Розв’язання такого рівняння записується у вигляді 
BLВИМLL iii .. . 
Знайдемо вимушену складову 
)( 21
.
RR
U
i BИИL . 
Вільна складова знаходиться з розв’язання диференціаль-
ного однорідного рівняння 
0.
2
21
.1
dt
di
R
RR
LiR CBLCBL . 
Одержали лінійне диференціальне рівняння 1-го порядку. 
Для його розв’язання складемо характеристичне рівняння 
0
2
21
1 L
R
RR
R . 
З отриманого характеристичного рівняння знаходимо ко-
рінь λ: 
)( 12
21
RRL
RR
. 
Запишемо вираз для вільної складової 
t
BL Aeti )(. . 
Запишемо загальний вираз для вільної складової у довіль-
ний момент часу 
)()()( .. tititi BLВИМLL . 
Запишемо загальний вираз для вільної складової у нульо-
вий момент часу 
)0()0()0( .. BLВИМLL iii . 
Виразимо звідси вільну складову 
)0()0()0( .. ВИМLLBL iii . 
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Підставимо у одержаний вираз значення вільної складової 
та вимушеної у нульовий момент часу: 
.
21
)0(
RR
U
iA L  
На підставі першого закону комутації запишемо 
0)0()0( LL ii ,  
тому що коло розірване 
З урахуванням вищевикладеного знайдемо константу А 
2121
0
RR
U
RR
U
A . 
Тепер запишемо загальний вигляд для виразу струму 
t
L e
RR
U
RR
U
ti
2121
)( . 
Запишемо напругу на котушці індуктивності 
.
][
)(
)(
21
2121
t
tL
L
e
RR
U
L
e
RR
U
RR
U
dt
d
L
dt
tdi
LtU
. 
Підставимо в отриманий вираз замість λ його значення: 
.
)()(
)(
2
21
21
2121
21 tt
L e
RR
RR
Ue
RR
U
RRL
RR
LtU  
Запишемо вираз для струмів: 
tL e
RR
R
U
R
u
R
u
i
2
21
1
22
2
2
)(
, 
.
)( 2121
2
21
1
21
tt
L e
RR
U
RR
U
e
RR
R
Uiii  
Щоб побудувати графіки зміни величин струмів та напруг 
на елементах кола, задамося числовими значеннями параметрів 
схеми: 
1001R  Ом, 3002R , 10L  мГн, 10U  В. 
Графіки будемо будувати за допомогою програми Mathcad 
(рис. 3.2 – рис. 3.5). 
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Як видно з рис. 3.2, струм у котушці індуктивності збіль-
шується до значення 0.025, що відповідає значенню вимушеного 
струму: 
025.0
300100
10
)( 21
.
RR
U
i BИИL  А. 
  
Рисунок 3.2 Рисунок 3.3 
 
  
Рисунок 3.4 Рисунок 3.5 
 
Приклад 3.2 Одержати всі струми та напруги у колі, що 
зображене на рис. 3.6, у якому відбувається замикання ключа. 
 
С  R2 U 
i1 
    R1 
i2 
iС 
 
Рисунок  3.6 
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Розв’язання 
Складаємо систему рівнянь на підставі законів Кірхгофа 
для вихідної схеми (рис. 3.6): 
.
,0
,
21
22
2211
C
C
iii
Riu
RiRiU
 
Розв’яжемо дану систему щодо напруги на ємності Cu . 
Запишемо струм на ємності через напругу за формулою 
(4.1) 
dt
du
Ci CC . 
З 2-го рівняння системи виражаємо 2i : 
2
2
R
u
i C . 
З 1-го рівняння системи виражаємо 1i  та підставляємо в 
нього вираз для 2i  
][
1
][
1
][
1
1
2
21
22
1
1 C
C uU
R
R
R
u
U
R
RiU
R
i . 
Підставимо отримані 2i , Ci  і 1i  в 3-тє рівняння: 
dt
du
C
R
u
uU
R
CC
C
21
][
1
. 
Перетворимо отримане рівняння 
112
]
11
[
R
U
RR
u
dt
du
C C
C . 
Одержали неоднорідне диференціальне рівнянні 1-го по-
рядку. Розв’язання даного рівняння записується у вигляді 
BCВИМCC uuu .. . 
Знайдемо вимушену складову напруги  ВИМCu . : 
21
2
2.1.
RR
UR
Riu ВИМВИМC , 
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де ВИМi .1  - це вимушене значення струму, що проходить через 
перший опір. 
Значення  вимушеного струму ВИМi .1  визначається 
21
.1
RR
U
i ВИМ . 
Вільну складову напруги  BCu .  знаходимо з розв’язання лі-
нійного однорідного рівняння, для цього в неоднорідному ліній-
ному рівнянні прирівнюємо до нуля праву частину. 
Розв’яжемо отримане однорідне диференціальне рівняння 
1-го порядку. Для цього запишемо характеристичне рівняння з 
урахуванням такого: 
C
C u
dt
du
. 
Одержуємо характеристичне рівняння 
0)
11
(
12 RR
C . 
Звідки знаходимо корінь характеристичного рівняння 
21
21
12
]
11
[
1
RCR
RR
RRC
. 
Запишемо загальний вираз вільної складової для нашого 
кола: 
t
BC Aeu . . 
Запишемо загальний вираз для напруги на конденсаторі 
t
ВИМCC Aeutu .)( . 
Для знаходження константи А запишемо останнє рівняння 
в нульовий момент часу 
Auu ВИМCC .)0( . 
Складову  )0(Cu  знаходимо із другого закону комутації  
Uuu CC )0()0( , 
тому що коло розірване до комутації. 
Тепер запишемо вираз для константи інтегрування А 
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.)(
)1(
21
1
21
221
21
2
21
2
.
RR
R
U
RR
RRR
U
RR
R
U
RR
UR
UuUA ВИМC
. 
Тепер запишемо остаточний вираз для напруги 
)()( 12
2121
1
21
2 tt
C eRR
RR
U
e
RR
R
U
RR
UR
tu . 
Знайдемо струм на ємності 
.
)]([)(
1
21
12
21
t
tC
C
eR
RR
U
C
eRR
RR
U
dt
d
C
dt
du
Cti
. 
З урахуванням виразу для λ одержуємо 
tt
C e
R
U
e
RCR
RR
R
RR
U
Cti
221
21
1
21
)()( . 
Запишемо струм на резисторі 2R : 
)(
)(
12
21222
2
2
tC eRR
RRR
U
R
u
R
u
i . 
Запишемо струм на резисторі 1R : 
tt
C e
R
U
eRR
RRR
U
iii
2
12
212
21 )(
)(
. 
Щоб побудувати графіки зміни величин струмів та напруг 
на елементах кола, задамося числовими значеннями параметрів 
схеми: 
1001R  Ом, 3002R , 10С  мкФ, 10U  В. 
Графіки будемо будувати за допомогою програми Mathcad 
(рис. 3.7 – рис. 3.10). 
Як видно з рис. 3.7, напруга на конденсаторі зменшується 
до значення 7.5, що відповідає значенню вимушеної напруги 
5.7
300100
30010
)( 21
2
.
RR
UR
u BИИC  А. 
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Рисунок 3.7 Рисунок 3.8 
 
  
Рисунок 3.9 Рисунок 3.10 
 
3.3 Запитання для самоперевірки 
 
1 Які особливості аналізу перехідних процесів у розгалужених 
лінійних схемах із одним реактивним елементом? 
2 Який вигляд диференціального рівняння для розгалужених 
схем з одним реактивним елементом? 
3 Як знайти вимушену складову для розгалужених схем з од-
ним реактивним елементом? 
4 Як знайти вільну складову для розгалужених схем з одним 
реактивним елементом? 
5 Які особливості знаходження константи інтегрування? 
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3.4 Завдання для самостійної роботи 
 
3.1 Розрахувати перехідний процес та одержати вираз для 
всіх струмів і напруг для схем, що зображені на рис. 3.11 та    
рис. 3.12, якщо на вхід діє постійна напруга U : 
а) вихідні дані: CXZ1  , 12 RZ , 23 RZ , 34 RZ ; 
б) вихідні дані: 11 RZ  , CXZ 2 , 23 RZ , 34 RZ ; 
в) вихідні дані: 11 RZ , 22 RZ , CXZ 3 , 34 RZ ; 
в) вихідні дані: 11 RZ  , 22 RZ , 33 RZ , CXZ 4 . 
 
U 
i1 
  Z1 
i2 
i3 
  Z2 
  Z3 
  Z4 
 
 
U 
i1 
  Z1 
i2 
i3 
  Z2 
  Z3 
  Z4 
 
Рисунок 3.11 Рисунок 3.12 
 
3.2. Розрахувати перехідний процес та одержати вираз для 
всіх струмів і напруг для схем, що зображені на рис. 3.11 та    
рис. 3.12, якщо на вхід діє постійна напруга U : 
а) вихідні дані: LXZ 1  , 12 RZ , 23 RZ , 34 RZ ; 
б) вихідні дані: 11 RZ  , LXZ 2 , 23 RZ , 34 RZ ; 
в) вихідні дані: 11 RZ , 22 RZ , LXZ 3 , 34 RZ ; 
в) вихідні дані: 11 RZ  , 22 RZ , 33 RZ , LXZ 4 . 
3.3. Розв’язати задачу 3.1, якщо на вхід діє гармонічне 
джерело напруги  та побудувати графіки шуканих величин, як-
що: 
а) )45300sin(180)( ttuU В, 3011 RZ Ом, 22 RZ    
=4 Ом, 632 RZ Ом, CXZ 4 , 9.0C мФ; 
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б) )45180cos(110)( ttuU В, 5011 RZ Ом, 2Z  
72R  Ом, 333 RZ Ом, CXZ 4 , 1.0C мкФ. 
3.4 Розв’язати задачу 3.2, якщо на вхід діє гармонійне дже-
рело напруги, та побудувати графіки шуканих величин: 
а) )45300sin(180)( ttuU В, 3011 RZ Ом, 22 RZ  
=4 Ом, 633 RZ Ом, LXZ 4 , 9.0L мГ; 
б) )45180cos(110 tU В, 5011 RZ Ом, 2Z  72R  
Ом, 333 RZ Ом, LXZ 4 , 5.0L мГ. 
3.5 Розв’язати задачу 3.1 та побудувати графіки шуканих 
величин, якщо на вхід діє постійна напруга 10U В, 
8011 RZ Ом, 1524 RZ Ом, 12 CXZ , 61C  мкФ, 
23 CXZ , 32C мкФ. 
3.6 Розв’язати задачу 3.2 та побудувати графіки шуканих 
величин, якщо на вхід діє постійна напруга 10U В, 
8011 RZ Ом, 1524 RZ Ом, 12 LXZ , 601L мГ, 23 LXZ , 
302L мГ. 
3.7 Для схеми, що зображена на рис. 3.13 з номіналами 
елементів 801E В, 1602E В, 50L мГн, 
6054321 RRRRR , розрахувати струми 1i , 2i , 3i  і по-
будувати їх графіки, якщо: 
а) ключ замикається; 
б) ключ розмикається. 
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Рисунок 3.13 
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3.8 Для схеми, зображеної на рис. 3.14, що має значеннями 
номіналів елементів: 371R Ом, 12R кОм, 1003R Ом, 
3C мкФ, розрахувати напругу на конденсаторі, знайти час пе-
рехідного процесу та сталу часу кола при замкненому та розі-
мкненому ключі. Побудувати графік зміни напруги на конденса-
торі у часі, якщо: 
а) 12)(tU В; 
б) )30318sin(12)( ttU В; 
в) )45220cos(15)( ttU В. 
 
3.9 Для схеми, показаної на рис. 3.15, що має значення 
елементів: 1501R  Ом, 202R  кОм, 1003R  Ом, 100L  мГ, 
розрахувати напругу на конденсаторі та знайти час перехідного 
процесу, сталу часу кола при замиканні та розмиканні ключа. 
Побудувати графік зміни напруги на конденсаторі у часі, якщо: 
а) 8)(tU В; 
б) )30180sin(25)( ttU В; 
в) )45290cos(30)( ttU В. 
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Рисунок 3.14 Рисунок 3.15 
 
3.10 Для схеми, зображеної на рис. 3.16, що має значення 
елементів: 5801R  Ом, 22R  кОм, 5.0C  мкФ, для випадку 
замкненого та розімкненого ключа знайти напругу і струм на 
ємності, а також час перехідного процесу, якщо на вхід діє: 
1) постійна напруга 20)(tE В; 
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2) гармонічна напруга )45150sin(50)( ttE . 
3.11 Для схеми, зображеної на рис. 3.17, у випадку замкне-
ного та розімкненого ключа знайти час перехідного процесу, ро-
зрахувати всі струми і напруги у колі при такі номіналах елеме-
нтів 11R  кОм, 12R  кОм,  10C  мкФ, якщо: 
1) 22)(tE В; 
2) )90350cos(50)( ttE В. 
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Рисунок 3.16 Рисунок 3.17 
 
3.12 Розрахувати всі струми і напруги, а також побудувати 
їх графіки, знайти час перехідного процесу для схеми, зображе-
ної на рис. 3.18 під час замикання та розмикання ключа, якщо 
2501R  Ом,  52R кОм, 1.0C  мкФ, якщо: 
1) 8)(te В; 
2) )50150sin(20)( tte В. 
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Рисунок 3.18 
79 
 
РОЗДІЛ 4 КЛАСИЧНИЙ МЕТОД  РОЗРАХУНКУ             
ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ У РОЗГАЛУЖЕНИХ КОЛАХ ІЗ 
ДВОМА РЕАКТИВНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
 
Класичний метод розрахунку рекомендується застосовува-
ти для схем, що мають не більше двох  реактивних елементів. 
Інші пояснення розглядаються на прикладах схем другого по-
рядку.  
При розрахунку перехідних процесів у розгалужених колах 
із двома реактивними елементами класичним методом спочатку 
необхідно скласти систему рівнянь, що буде описувати вхідну 
схему. Система рівнянь складається щодо шуканої змінної та 
розв’язується за допомогою характеристичного рівняння. Після 
знаходження коренів характеристичного рівняння записуємо ви-
раз для шуканої величини через вимушену та вільну складові, і 
після цього знаходимо ці складові. 
 
4.1  Методи складання характеристичного рівняння 
 
При складанні характеристичного рівняння, використову-
ються закони комутації та відомі методи розрахунку лінійних 
електричних кіл. У цьому розділі розглянемо деякі з них. 
 
4.1.1 Метод складання характеристичного рівняння на       
підставі законів  Кірхгофа 
 
При використанні даного методу складаємо систему рів-
нянь для кола, отриманого після комутації на підставі законів 
Кірхгофа. На підставі 1-го закону Кірхгофа записується сума 
струмів, що входять у вузол, а на підставі 2-го закону Кірхгофа 
записується сума спадання напруг в обраному контурі. Вибира-
ємо змінну, щодо якої розв’язуємо систему рівнянь. Як таку  
змінну рекомендується вибирати струм у котушці індуктивності 
Li  або напруга на конденсаторі Cu , тому що для цих змінних 
можна використати закони комутації та надавати фізичного змі-
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сту похідним цих функцій 
dt
tdiL )(  та 
dt
tduC )(  при визначенні ста-
лих інтегрування. 
У результаті розв’язання системи рівнянь одержимо неод-
норідне диференціальне рівняння другого порядку: 
)(12
2
tfid
dt
di
b
dt
id
a L
LL , (4.1) 
)(22
2
tfud
dt
du
b
dt
ud
a C
CC , (4.2) 
де a , b , d   – сталі коефіцієнти, що залежать від вигляду схе-
ми і її параметрів, а )(1 tf , )(2 tf  – зовнішній вплив на коло. 
Далі для знаходження вільної складової записуємо однорі-
дне диференціальне рівняння. Для цього праву частину нашого 
неоднорідного диференціального рівняння прирівнюємо до ну-
ля: 
0
2
2
L
LL id
dt
di
b
dt
id
a , (4.3) 
0
2
2
C
CC ud
dt
du
b
dt
ud
a . (4.4) 
За отриманим однорідним диференціальним рівнянням 
складається характеристичне рівняння, для якого визначаються 
корені (λ): 
)(
)( 2
2
2
ti
dt
tid
L
L ,   )(
)(
ti
dt
tid
L
L , (4.5) 
)(
)( 2
2
2
tu
dt
tud
C
C ,   )(
)(
tu
dt
tud
C
C . (4.6) 
Після такої заміни з рівнянь (4.3) та (4.4) одержуємо квад-
ратне рівняння вигляду 
02 dba . (4.7) 
Корені рівняння визначаються за формулою 
a
adbb
2
42
2,1 . (4.8) 
81 
 
 
Приклад 4.1.  Для схеми, наведеної на рис. 4.1, одержати 
характеристичне рівняння класичним методом за допомогою 
законів Кірхгофа. У схемі діє постійна напруга Е. 
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Рисунок 4.1 
 
Розв’язання 
Вибираємо в колі, зображеному на рис. 4.1, додатні напря-
мки проходження струмів у гілках. Далі вибираємо напрямки 
обходу контурів. 
Запишемо систему рівнянь, що описує дану схему на підс-
таві 1-го та 2-го законів Кірхгофа, після комутації: 
.
,
1
0
,
2
223
221
iii
Ridti
c
Ri
Ri
dt
di
LRiE
CL
CC
L
L
 
З 1-го рівняння системи виражаємо 2i : 
)(
1
1
2
2
dt
di
LRiE
R
i LL . 
З 3-го рівняння системи виражаємо Ci : 
2iii LC . 
Підставимо 2i  і  Ci  в 2-ге рівняння системи: 
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.))(
1
())(
1
(
1
))(
1
(0
21
2
1
2
31
2
R
dt
di
LRiE
R
dt
dt
di
LRiE
R
i
C
R
dt
di
LRiE
R
i
L
L
L
LL
L
LL
 
Після спрощення одержуємо таке рівняння: 
.
]1[
1
][][
2
3
2
1
1
22
31
3
2
3
EE
R
R
R
R
dti
C
R
CR
L
R
RR
RiL
R
LR
dt
di
LL
L
 
Помножимо отримане рівняння на 2СR  та продиференцію-
ємо його за t : 
.0)(
])([)]([
12
312123232
2
RRi
LRRRRRRC
dt
di
RRLC
dt
id
L
LL
 
Одержали диференціальне рівняння другого порядку. 
Запишемо характеристичне рівняння 
.0)(])([)]([ 1231212323
2 RRLRRRRRRCRRLC  
Для спрощення введемо таку заміну: 
),( 23 RRLCa  LRRRRRRCb )( 312123 , 12 RRd . 
Після заміни одержуємо 
02 dba . 
Корені одержаного характеристичного рівняння знаходять 
таким способом: 
a
adbb
2
42
2,1
. 
 
4.1.2 Складання характеристичного рівняння методом      
контурних струмів 
 
При використанні методу контурних струмів для складан-
ня системи рівнянь, що описує вихідну схему, вибираємо пози-
тивні напрямки контурних струмів і складаємо систему рівнянь. 
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У кожному  обраному контурі записуємо суму напруг через кон-
турний струм. Далі розв’язуємо систему рівнянь відносно одно-
го з контурних струмів. Після того як одержимо вираз для одно-
го з контурних струмів, можна зробити заміну на шуканий 
струм. У підсумку одержуємо неоднорідне диференціальне рів-
няння другого порядку. 
 
Приклад 4.2. Для схеми, зображеної на рис. 4.2, скласти 
характеристичне рівняння методом контурних струмів. У схемі 
діє постійна напруга Е. 
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Рисунок 4.2 
 
Розв’язання 
Складемо систему рівнянь, що описує дану схему, за до-
помогою методу контурних струмів, після комутації. Оскільки в 
схемі є два контури, то позначимо контурні струми в першому 
та другому контурах відповідно 11i  і 22i : 
.0)(
1
,)(
2221122322
22211
11
111
Riidti
C
Ri
ERii
dt
di
LRi
 
Виразимо з 1-го рівняння системи 22I : 
])([
1 11
2111
2
22 E
dt
di
LRRi
R
i . 
Підставимо 22i  в 2-ге рівняння системи: 
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0
1
)( 211222322 Ridti
C
RRi , 
.0]))([
1
(
1
)])()([
1
(
211
11
2111
2
23
11
2111
2
RidtE
dt
di
LRRi
RC
RRE
dt
di
LRRi
R
. 
Після спрощення одержуємо таке рівняння 
.)(
])([)(
,)(
]))(([)(
2
23
1121
13212311
11
23
2
23
1121
2
2212311
11
23
R
RR
EdtiRR
LRRRRRRCi
dt
di
RRLC
R
RR
EdtiRR
CRLRRRRCi
dt
di
RRLC
 
Щоб позбутися знака інтеграла, продиференціюємо дане 
рівняння за змінною t  та одержимо таке рівняння: 
.0)(
])([)(
2111
132123
11
2
11
2
23
RRi
LRRRRRRC
dt
di
dt
id
RRLC
 
Оскільки Lii11 , то після заміни одержуємо таке рівняння 
.0)(
])([)(
21
1321232
2
23
RRi
LRRRRRRC
dt
di
dt
id
RRLC
L
LL
. 
Отримане рівняння є диференціальним рівнянням другого 
порядку. 
Запишемо характеристичне рівняння  
,0)(])([)]([ 1231212323
2 RRLRRRRRRCRRLC         
Введемо таку заміну: 
,)(),( 31212323 LRRRRRRCbRRLCa  12 RRd . 
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Одержимо спрощене характеристичне рівняння 
02 dba . 
Отже, як видно,  одержане характеристичне  рівняння є та-
ким самим, як і у прикладі 5.1, оскільки ми розглядаємо одну і 
ту ж схему. 
 
4.1.3 Складання характеристичного рівняння методом       
вузлових напруг 
 
При складанні характеристичного рівняння методом вуз-
лових напруг  опори перераховуємо в провідності та складаємо 
систему рівнянь для даної схеми методом вузлових потенціалів 
після комутації. У кожному  обраному контурі записується сума 
струмів через потенціали (напруги). Далі система рівнянь 
розв’язується відносно одного з потенціалів (напруги). Після 
того як одержимо вираз для одного з потенціалів (напруг), мож-
на зробити заміну на шукану напругу. У підсумку одержуємо 
неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку. 
 
Приклад 4.3  Для схеми, наведеної на рис. 4.1 скласти 
характеристичне рівняння методом вузлових напруг. У схемі діє 
постійна напруга 10E В. 
 
Розв’язання 
Зобразимо схему рис. 4.1 після комутації  (рис. 4.3). 
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Рисунок 4.3 
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Знайдемо струми та напруги за допомогою методу вузло-
вих потенціалів. Для цього нумеруємо вузли схеми 1, 2, 0     
(рис. 5.3). Вихідна схема має два контури, тому вибираємо пози-
тивний напрямок цих струмів: LI iI ,   2iiiI CLII , де II  – 
алгебраїчна сума струмів, що входить у вузол 1, III  – алгебраїч-
на сума струмів, що входить у вузол 2. Запишемо систему рів-
нянь у матричному вигляді 
                         ][][][ UYI .                                 (4.9) 
Розпишемо докладніше отримане матричне рівняння для 
вихідної схеми: 
20
10
321
1
1
1 )(
)( U
U
YggYg
Yg
Yg
Yg
I
I
CL
L
L
L
II
I
,  (4.10) 
де 
1
1
1
R
g , 
2
2
1
R
g , 
3
3
1
R
g  - провідності активних опорів, 
Lj
Y L
1
 - провідність індуктивності, CjY C  - провідність 
ємності, 10U  та 20U  - вузлові напруги.  
Тепер з отриманої системи нам необхідно знайти струми 
II  і III  з урахуванням того, що EU10 , а 220 )( RIIU III . У 
такий спосіб маємо систему рівнянь із двома невідомими. 
 
4.2 Визначення вимушеної складової 
 
У випадку дії в колі джерела постійної напруги вимушена 
складова може визначатися двома способами. 
 Перший спосіб полягає в тому, що необхідно прирівняти 
до нуля всі похідні  диференціального рівняння і з отриманого 
рівняння знайти вимушену складову струму в котушці індукти-
вності або напруги на ємності. 
Другий спосіб полягає в тому, що необхідно для післяко-
мутаційної схеми записати значення шуканої величини ВИМLi .   
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( ВИМCu .  ) за допомогою закону Ома на постійному струмі з ура-
хуванням того, що ємність на постійному струмі еквівалентна 
розриву кола в місці її включення, а індуктивність L  еквівален-
тна замиканню кола в місці включення. 
Дамо визначення вимушеної складової струму або напруги 
шуканої величини. 
Вимушена складова – це складова на постійному струмі пі-
сля комутації в колі (замиканні або розмиканні ключа). 
 
Приклад 4.4 Для схеми із прикладу 4.1 (рис. 4.1), знайти 
вимушену складову струму у котушці індуктивності, якщо на 
вхід діє постійна напруга Е.  
Розв’язання 
Розглянемо схему, зображену на рис. 5.1. Спочатку необ-
хідно скласти систему рівнянь одним зі способів, зазначених 
вище (приклади 5.1 - 5.3). Потім систему рівнянь перетворюємо 
в диференціальне рівняння другого порядку. Скористаємося ре-
зультатом прикладу 5.1 і запишемо отримане диференціальне 
рівняння 2-го порядку: 
.0)(
])([)]([
12
312123232
2
RRi
LRRRRRRC
dt
di
RRLC
dt
id
L
LL
 
Тепер, щоб визначити вимушену складову, необхідно всі 
похідні прирівняти до нуля, а в правій частині записати напругу 
джерела живлення E . Тоді одержуємо таке 
ERRiL )( 12 . 
Звідси виражаємо струм у котушці індуктивності Li , що і 
буде дорівнювати вимушеній складовій струму в котушці індук-
тивності: 
21
.
RR
E
ii ВИМLL . 
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Приклад 4.5 Знайти вимушену складову струму у котушці 
індуктивності ВИМLi .  та напругу на ємності ВИМCu .  для схеми із 
прикладу 4.1. (схема з рис. 4.1), якщо на вхід діє постійна напру-
га Е. 
Розв’язання 
Оскільки вимушена складова струму або напруги - це 
складова на постійному струмі, то зобразимо схему для кращого 
розуміння процесу розрахунку вимушених складових (рис. 5.3) 
на постійному струмі після комутації (рис. 4.4) з урахуванням 
того, що індуктивність на постійному струмі еквівалентна зако-
ротці, а ємність – розриву у місці її включення.  
Запишемо вимушену складову струму у котушці індуктив-
ності, тобто складову значення постійного струму у котушці ін-
дуктивності після комутації: 
21
.
RR
E
i ВИМL .       
   Запишемо вимушену складову напруги на ємності з ураху-
ванням того,  що в другій гілці коло розірване через конденсатор 
і струму в ній немає     ВИМВИМC uu .2. , 
2.. Riu ВИМLВИМC . 
 
R1 
R2 
R3 
Е 
iL.ВИМ 
uC.ВИМ 
 
Рисунок 4.4 
 
Приклад 4.6 Для схеми, зображеної на рис. 4.5, знайти 
вимушену складову струму кола ВИМLi .   та напруги на конденса-
торі ВИМCu . , якщо на вхід діє постійна напруга U . 
 
Розв’язання 
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Знайдемо вимушену складову струму в котушці індуктив-
ності. 0.ВИМLi , оскільки після комутації (розмикання ключа) 
коло розірване в місці знаходження ключа, а також схема розір-
вана (рис. 4.6) на постійному струмі через конденсатор (конден-
сатор постійної складової струму не пропускає). 
    Знайдемо вимушену складову напруги на ємності 
Uu ВИМC. , оскільки струму в колі немає, а напруга на конден-
саторі за другим законом комутації стрибком змінитися не може 
і тому дорівнює напрузі джерела живлення. 
 
U 
 L 
 R 
 C 
 
 
R 
U 
uC.ВИМ 
 
Рисунок 4.5 Рисунок 4.6 
 
Приклад 4.7  Для схеми, зображеної на рис. 4.7, розраху-
вати вимушені складові струму  ВИМLi .  і напруги ВИМCu . , якщо на 
вхід діє постійна напруга Е. 
Розв’язання 
Оскільки вимушена складова - це складова на постійному 
струмі після комутації, то зобразимо схему на постійному стру-
мі після комутації (рис. 4.8).  
 
R1 
R2 
E 
 L 
 R3 
 C 
iL 
i3 
 
 
 1 
 2 
iL.ВИМ 
uC.ВИМ 
R1 
R2 
E  R3 
i3 i1.ВИМ 
 
Рисунок 4.7 Рисунок 4.8 
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Знайдемо вимушену складову струму в котушці індуктив-
ності ВИМLi . : 
2
.12
.
R
u
i ВИМВИМL
. 
Знайдемо напругу 23.1.12 Riu ВИМВИМ , де 
32
32
23
RR
RR
R . 
Знайдемо вимушену складову струму Bi .1 : 
231
.1
RR
E
i ВИМ . 
Знайдемо вимушену складову напруги на конденсаторі: 
1.1.1. Riuu ВИМВИМВИМC . 
 
Приклад 4.8 Для схеми, наведеної на рис. 4.9, розрахувати 
вимушені складові струму в котушці індуктивності ВИМLi .  та на-
пруги на ємності ВИМCu . , якщо на вхід кола діє постійна напруга 
U . 
 
 R1 
 R2 
i1 
R4 
U 
 L 
iL 
 R3  C 
i3 
 
Рисунок 4.9 
 
Розв’язання 
Зобразимо схему на постійному струмі після комутації 
(рис. 4.10). 
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 R1 
 R2 
i1.ВИМ 
R4 
U 
iL.ВИМ 
 R3 
u C.ВИМ 
i3.ВИМ 
 R2 
 1 
 2  
Рисунок 4.10 
 
Знайдемо вимушену складову струму в котушці індуктив-
ності ВИМLi . : 
4
.12
.
R
u
i ВИМВИМL . 
Знайдемо вимушену складову напруги ВИМu .12 : 
34.1.12 Riu ВИМВИМ , де  
43
43
34
RR
RR
R .  
Знайдемо вимушену складову струму   
3421
.1
RRR
U
i ВИМ . 
Знайдемо змушену складову напруги на ємності 
ВИМВИМC uu .12. . 
 
4.3 Знаходження  вільної складової 
 
За виглядом коренів λ (4.8) характеристичного рівняння 
(4.7) визначається аналітичний вираз для вільної складової 
струму на котушці індуктивності ВLi .  або напруги на ємності 
ВCu . . 
Приклад 4.9 Знайти вирази для вільних складових струму 
у котушці індуктивності до комутації BLi .  та напруги на ємності 
BCu . , якщо на вхід діє постійна напруга Е, для схеми, зображеної 
на рис. 4.11. 
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 R1 
E 
iС 
 L 
 R2 
 R3 
 C 
iL 
i2 
 
Рисунок 4.11 
 
Розв’язання 
Запишемо вираз для струму у котушці індуктивності у до-
вільний момент часу 
)()( .. tiiti BLВИМLL . 
Запишемо одержаний вираз у нульовий момент часу 0t : 
)0()0( .. BLВИМLL iii . 
Виразимо звідси вільну складову струму у котушці індук-
тивності 
ВИМLLВИМLLBL iiiii ... )0()0()0( , 
)0()0( LL ii  на підставі законів комутації. 
 
R2 
R3 
Е 
iL(0-) 
uC(0-) 
 
Рисунок 4.12 
 
Знайдемо вираз для струму в котушці індуктивності до ко-
мутації на постійному струмі. Для цього зобразимо схему на по-
стійному струмі до комутації (рис. 4.12). У другій гілці одержа-
ної схеми коло розірване через конденсатор на постійному 
струмі 
2
)0(
R
E
iL . 
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Постійна складова напруги на ємності до комутації 
2)0()0( Riu LC . 
Цей вираз справедливий, оскільки через гілку, у якій стоїть 
конденсатор, постійний струм не проходить, тому що ємність на 
постійному струмі еквівалентна розриву кола в місці її знахо-
дження. 
Аналогічно  
ВИМCCВИМCCBC uuuuu ... )0()0()0( . 
Значення вимушених складових визначено в прикладі 4.5 
для цієї схеми. 
 
Приклад 4.10 Знайти значення вільних складових струму 
в котушці індуктивності )0(Li  та напруги на ємності )0(Cu  на 
постійному струмі до комутації для схеми із прикладу 4.6      
(рис. 4.5). 
Розв’язання 
Значення вільної складової струму на котушці індуктивно-
сті на постійному струмі 
ВИМLLВИМLLBL iiiii ... )0()0()0( . 
Значення ВИМLi .  було знайдено у прикладі 5.6. Знайдемо 
значення вимушеної складової струму у котушці індуктивності 
до комутації 
0)0(Li , оскільки коло розірване за постійним струмом 
через ємність. 
Знайдемо значення вимушеної складової напруги на ємно-
сті до комутації 
UuC )0( , тому що коло розірване. 
 
За виглядом коренів характеристичного рівняння так само 
відрізняються і способи знаходження часу перехідного процесу. 
Нагадаємо, що під часом перехідного процесу розуміється час, 
за який перехідний процес закінчується. 
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У результаті розв’язання характеристичного рівняння (4.7) 
знаходять корені, які визначають вигляд виразу для вільної 
складової шуканої змінної. Розглянемо три випадки окремо. 
1 Корені дійсні, від’ємні та нерівні. 
У такому випадку вільна складова струму буде мати ви-
гляд 
tt
BL eAeAti
21
21. )( . 
Сталі інтегрування 1A  та 2A  визначаються аналогічно до 
того, як вони були визначені у розділі для послідовного колива-
льного контуру. 
 
Таким чином, одержали систему рівнянь 
.
)(
,)(
21
21
2211
.
21.
ttBL
tt
BL
eAeA
dt
tdi
eAeAti
 (4.11) 
Запишемо одержану систему в нульовий момент часу 
  
.
,)0(
2211
0
.
21.
AA
dt
di
AAi
t
BL
BL
 (4.12) 
Необхідно знайти значення  струму у котушці індуктивно-
сті )0(.BLi  та його похідної  
0
.
t
BL
dt
di
 для нульового моменту часу 
безпосередньо на підставі  рівнянь, складених за законами Кірх-
гофа з урахуванням законів комутації. Але також значення похі-
дної можна визначити, надаючи їй фізичного змісту, звідки оде-
ржуємо: 
  h
L
u
dt
di L
t
BL )0(
0
. . (4.13) 
або 
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  .
)0(
0
. g
C
i
dt
du C
t
BC  (4.14) 
Тепер наше завдання зводиться до знаходження )0(Lu  або 
)0(Ci  у момент комутації на постійному струмі. Для цього запи-
суємо систему рівнянь на підставі законів Кірхгофа у момент 
комутації та звідти з урахуванням законів комутації знаходимо 
величину )0(Lu  або )0(Ci .  
У результаті одержуємо таку систему для струму у котуш-
ці індуктивності:                                
  
.
),0(
2211
.21
hAA
iAA BL
 (4.15) 
та систему, якщо змінною є напруга на ємності: 
  
.
),0(
2211
.21
gBB
uBB BC
 (4.16) 
Після розв’язання систем (5.16) та (5.17) знаходимо зна-
чення констант: 
   
12
2.
1
)0( hi
A BL ,     
21
1.
2
)0( hi
A BL , (4.17) 
та 
   
12
2.
1
)0( gu
B BC ,     
21
1.
2
)0( gu
B BC . (4.18) 
Все це буде аналогічно для напруги на конденсаторі Cu , 
тому ці викладення опустимо. 
 
2 Граничний випадок аперіодичного розряду конденсатора 
Граничний випадок аперіодичного розряду конденсатора 
має місце, якщо  корені характеристичного рівняння (4.7) дійсні 
та рівні ( 21 ). Розглянемо все відносно струму у котушці 
індуктивності. У цьому випадку вільна складова має вигляд 
tt
BL etAeAti 21. )( . 
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У цьому виразі необхідно знайти константи інтегрування 
А1 та А2. Таким чином, для двох констант інтегрування необхід-
но мати два рівняння. Для того щоб одержати друге рівняння, 
продиференціюємо перше за змінною t : 
tttBL etAeAeA
dt
tdi
221
. )( . 
Таким чином, одержимо систему для розрахунку констант 
   
.
)(
,)(
221
.
21.
tttBL
tt
BL
etAeAeA
dt
tdi
etAeAti
 (4.19) 
Запишемо систему (5.20) у нульовий момент часу ( 0t ) 
   
.
,)0(
21
0
.
1.
AA
dt
di
Ai
t
BL
BL
 (4.20) 
Усе інше записується аналогічно до попереднього випадку. 
Тоді константи будуть мати вигляд: 
     )0(.1 BLiA , BLihA .2 .                       (4.21) 
 
3 Періодичний (коливальний) розряд конденсатора 
Періодичний (коливальний) розряд конденсатора буде, 
якщо корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені. 
Розглянемо два випадки.  
1. Корені рівняння (4.7) мають вигляд    
)].sin()cos([)(
)],sin()cos([)(
0201.
0201.
tBtBetu
tAtAeti
t
BC
t
BL
 
Перетворення виконаємо для виразу )(. ti BL , оскільки пере-
творення для )(. tU BC   будуть такими самими. 
Для визначення констант інтегрування А1 та А2 необхідно 
мати два рівняння. Для того щоб одержати друге рівняння, про-
диференціюємо вираз для струму )(. ti BL  за змінною t  
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)()(
)(
020121
. CASAeSACAe
dt
tdi ttВL , 
 де )cos( 0tC  та )sin( 0tS . 
Таким чином, одержали систему рівнянь 
),()(
)(
],[)(
020121
.
21.
CASAeSACAe
dt
tdi
SACAeti
ttВL
t
BL
 (4.22) 
Запишемо систему у нульовий момент часу 0t  
     
.
,)0(
021
0
.
1.
AA
dt
di
Ai
t
ВL
BL
 (4.23) 
Звідси знаходимо шукані константи 
     )0(.1 BLiA ,   
0
.
2
)0(BLihA .                   (4.24) 
2. Корені рівняння (4.7) мають такий вигляд: 
).sin()(
),sin()(
0.
0.
tBetu
tAeti
t
BC
t
BL
 
Перетворення виконаємо для виразу )(. ti BL , оскільки пере-
творення для )(. tu BC   будуть такими самим.  
Для визначення констант інтегрування А1 та А2 необхідно 
мати два рівняння. Для того щоб одержати друге рівняння, про-
диференціюємо вираз для струму )(. ti BL  за змінною t : 
).cos()sin(
)(
000
. tAeteA
dt
tdi ttBL  
Таким чином, одержимо систему для розрахунку констант 
).cos()sin(
)(
),sin()(
000
.
0.
tAeteA
dt
tdi
tAeti
ttBL
t
BL
 (4.25) 
Запишемо систему у нульовий момент часу 0t  
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).cos()sin(
),sin()0(
0
0
.
.
AA
dt
di
Ai
t
BL
BL
 (4.26) 
У одержаній системі рівнянь невідомими є константа A  та 
кут , які необхідно знайти.  
 
Приклад 4.11 Для схеми, зображеної на рис. 4.13, розра-
хувати всі струми і напруги у колі з постійною вхідною напру-
гою U . 
 
 R1 
U 
iС 
 L 
 R2  C 1 контур 
 2 контур 
iL 
i2 
 
Рисунок 4.13 
 
Розв’язання 
Складаємо рівняння на підставі 1-го та 2-го законів Кірх-
гофа для схеми після комутації. Запишемо систему рівнянь що-
до напруги на ємності з урахуванням того, що 
dt
du
Ci CC , 
dt
di
Lu LL : 
.
,0
,
2
22
221
dt
du
Cii
Riu
Ri
dt
di
LRiU
C
L
C
L
L
 
Одержали систему інтегрально-диференціальних рівнянь, 
що розв’язується щодо шуканої змінної. Нехай у нашому випад-
99 
 
ку шуканою змінною буде величина напруги на конденсаторі 
Cu . 
Опишемо процес розв’язання даної системи. З 2-го рів-
няння системи виражаємо Cu . Підставимо отримане Cu  у третє 
рівняння системи. Тепер з отриманого 3-го рівняння виражаємо 
Li  та підставляємо в 1-ше рівняння. У результаті одержуємо ди-
ференціальне рівняння 2-го порядку 
2212122
2
][][][ fRRLRCR
dt
du
LCR
dt
ud CC . 
Таким чином, одержали неоднорідне диференціальне рів-
няння другого порядку. Далі для знаходження коренів рівняння 
запишемо його характеристичне рівняння:  
0][][][ 21212
2 RRLRCRLCR , 
0222
2 dba , 
де 22 LCRa , LRCRb 212 , 212 RRd . 
Розв’язком одержаного характеристичного рівняння є  
)()( .. tuutu ВCВИМCC . 
Знаходимо вимушені складові, тобто складову на постій-
ному струмі після комутації. 
Вимушена складова струму у котушці індуктивності ви-
значається 
      
21
.
RR
U
i ВИМL . 
Вимушена складова напруги на котушці індуктивності ви-
значається 
2.. Riu ВИМLВИМC . 
Знайдемо вільну складову: 
.)0()0(
,)()(
..
..
ВИМCCBC
ВИМCCBC
uuu
ututu
 
За другим законом комутації    
)0()0( CC uu . 
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Знайдемо значення струму у котушці індуктивності )0(Li  
до комутації на постійному струмі 
1
)0(
R
U
iL . 
Знайдемо значення )0(Cu  до комутації на постійному 
струмі 
1)0()0( RiUu LC . 
Запишемо вираз для вільної складової, у випадку якщо ко-
рені не рівні і дійсні 
tt
ВC eBeBtu
21
21. )( . 
Тепер для знаходження константи 1В  та 2В . запишемо си-
стему у нульовий момент часу 
.
,)0(
2211
0
.
21.
BB
dt
du
BBu
t
BC
ВC
 
Тут нам необхідно знайти 
0
.
t
BC
dt
du
, звідки маємо 
C
iC )0( . 
Отже, тепер необхідно знайти струм у котушці індуктив-
ності )0(Ci . Для цього записуємо систему рівнянь на підставі 
законів Кірхгофа на постійному струмі у момент комутації: 
).0()0()0(
,0)0()0(
,)0()0()0(
2
22
221
CL
C
LL
iii
Riu
URiuRi
 
З отриманої системи знаходимо )0(Ci  
2
2
)0(
)0()0()0()0(
R
u
iiii CLLC . 
Значення )0(Li  та )0(Cu  визначають із законів комутації: 
.)0()0(),0()0(),0()0( 2Riuuuii LCCCLL  
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Далі розв’язуємо нашу систему, з якої знаходимо коефіціє-
нти 1B  та 2B . Потім записуємо загальний вираз для шуканої ве-
личини  )(tuC : 
tt
ВИМCC eBeButu
21
21.)( . 
Далі знаходимо інші шукані величини: 
dt
tdu
Cti CC
)(
)( ,  )()(2 tutu C ,  
2
2
2
)(
)(
R
tu
ti ,  
)()()( 2 tititi CL ,  
dt
tdi
Ltu LL
)(
)( ,  11 )()( Rtitu L . 
Після чого будуємо графіки функцій шуканих величин. 
 
4.4 Особливості розрахунку перехідних процесів при дії 
джерела гармонічної напруги 
 
4.4.1 Визначення вільної складової 
Рівняння, що визначають будь-яку змінну кола, у загаль-
ному випадку містять дві складові: вимушену та вільну. 
Вільна складова  визначається розв’язанням однорідного 
диференціального рівняння, отже, її вигляд не залежить від виду 
джерела, що діє у  колі. Це випливає з того, що однорідне дифе-
ренціальне рівняння одержуємо з неоднорідного, прирівнюючи 
праву його частину до нуля. У правій частині і стоїть вхідна на-
пруга. Тому  вигляд  виразу  для вільної складової при дії в колі 
джерел постійної та змінної напруги однаковий і має вигляд від-
повідно до формул (4.9) - (4.12) залежно від вигляду коренів ха-
рактеристичного рівняння.  
 
4.4.2 Визначення вимушеної складової 
Вимушена складова будь-якої змінної кола залежить від  
джерела, що діє в  колі. Розрахунок її при дії джерела синусоїда-
льної форми рекомендується здійснювати в комплексній формі. 
Якщо на вхід кола діє гармонічна напруга виду 
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)sin(ωi
2
E
(t) E
me , 
то запишемо )(te  у комплексній формі: 
)exp(j
2
E
E E
m . 
Тепер струм у колі будемо шукати за допомогою закону 
Ома у комплексній формі 
,)exp()exp( II
Z
E
eZ
Ee
Z
Ee
Z
E
I IZEj
jj
Z
EE


  
де )(Im)(Re 22 ZZZ , )()
)Re(
)Im(
(
R
X
arctg
Z
Z
arctgZ . 
Звідси записуємо значення вимушеної складової  струму, 
виходячи з одержаних результатів:                         
  )sin()( IВИМ tIti . (4.28) 
 
4.4.3 Визначення початкових умов 
Для визначення початкових умов розраховуються значення 
струму котушки індуктивності та напруги на конденсаторі у 
комплексній формі до комутації: 
Ij
LL eII
 , UjCC eUU . 
Потім знайдені значення змінних записуються у синусої-
дальній формі 
)sin()( ILL tIti , )sin()( UCC tUtu . 
У отримані вирази підставляється t=0: 
)sin()0sin()0( ILILL IIi ,   
)sin()0sin()0( UCUCC UUu . 
 
4.4.4 Визначення констант інтегрування 
Запишемо повний вираз шуканого струму, наприклад, на 
котушці індуктивності для розгалуженого кола із двома реакти-
вними елементами, у якому відбувається перехідний процес: 
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.
)sin()()()(
21
21
..
tt
ImBLВИМLL
eAeA
tItititi
 (4.29) 
Для визначення констант інтегрування необхідно одержати 
ще одне рівняння, оскільки в нас дві невідомі. Для цього проди-
ференціюємо вираз (4.29) за змінною t  та одержимо 
tt
Im
L eAeAtI
dt
tdi
21
2211)cos(
)(
. (4.30) 
Запишемо отриману систему рівнянь для знаходження 
констант 1A  і 2A  у момент часу 0t  
.)cos(
,)sin()0(
2211
0
.
21
AAI
dt
di
AAIi
Im
t
BL
ImL
 (4.31) 
Тепер для розв’язання отриманої системи рівнянь необхід-
но знати значення виразу для )0(Li  та 
0
.
t
BL
dt
di
.  
Ці значення знаходять із початкових умов. Для цього запи-
суємо систему рівнянь для нашого кола на підставі 1-го та 2-го 
законів Кірхгофа або за допомогою методу контурних струмів 
для постійного струму.  
Виразу 
0
.
t
BL
dt
di
 надаємо фізичного змісту та одержуємо 
L
u
dt
di L
t
BL )0(
0
. . 
 
Приклад 4.12 Знайти струм у котушці індуктивності Li , 
якщо на вхід кола діє гармонічна напруга вигляду 
)sin()( tEtu m  для схеми, зображеної на рис. 4.14. 
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1  
 2 
 R1 
u(t) 
iС 
 L 
 R2 
 C 
iL 
i1 
 
Рисунок 4.14 
 
Розв’язання 
1 Знайдемо  складову струму у котушці індуктивності та 
напругу на ємності до комутації. 
Для цього застосуємо метод комплексних амплітуд. Спо-
чатку знаходимо повний комплексний опір кола до комутації: 
.
)(
)(
)()(
)0(
31
3131
ЗАГЗАГ
CL
CL
CL
CL
CL
CL
ЗАГ
jXR
xx
xx
jRR
xxj
xx
RR
jxjx
jxjx
RRZ
 
Запишемо вираз для вхідної напруги в алгебраїчній формі 
запису комплексного числа: 
)sin(
2
t
E
U m , 
 що відповідає  
pa
m jUUUjUj
E
U )Im()Re()exp(
2
 . 
Знайдемо струм на резисторі 1R  до комутації: 
pa
ЗАГЗАГ
pa
ЗАГ
m jII
jXR
jUU
Z
U
I )0(1
 . 
Знайдемо опір у точках 1-2: 
1212
)()(
jX
xx
xxj
jxjx
xx
jxjx
jxjx
Z
CL
CL
CL
CL
CL
CL
 . 
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Знайдемо напругу на цій ділянці до комутації: 
.
)()()0()0(
12.12.
1211212
pa
pa
jUU
jIIjXIZU 
 
Тоді напруга на котушці індуктивності до комутації буде 
дорівнювати напрузі до комутації 
.)0()0( ..12.12.12 LpLapaL jUUjUUUU
  
Знайдемо значення струму до комутації 
LpLa
L
L
L jII
jX
U
I ..
)0(
)0(

 , 
що у часовій області відповідає 
)sin()( ILLL tIti . 
Знайдемо значення струму у котушці індуктивності у ну-
льовий момент часу 0t  до комутації: 
)sin()0sin()0(
LL ILILL
IIi . 
Звідси випливає, що значення струму у котушці індуктив-
ності до комутації буде 
)sin()0(
LILL
Ii . 
За другим законом комутації запишемо 
)sin()0()0(
LILLL
Iii . 
Тоді значення напруги на ємності до комутації буде 
  CpCaLC jUUUUU ..12
 , 
що у часовій області відповідає 
)sin()(
CUCC
tUtu . 
Знайдемо значення напруги на конденсаторі до комутації 
)sin()0sin()0( . CC UmCUCC UUu . 
За другим законом комутації запишемо 
)sin()0()0( . CUmCCC Uuu . 
Таким чином, ми знайшли значення )0(Li  та )0(Cu  до 
комутації, що відповідають початковим умовам. 
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2 Запишемо систему диференціальних рівнянь на підставі 
1-го та 2-го законів Кірхгофа, що описує нашу схему після ко-
мутації 
).(
1
),(
,
11
11
1
tudti
C
Ri
tu
dt
di
LRi
iii
C
L
CL
 
З 2-го рівняння системи виразимо 1i : 
1
1
)(
R
dt
di
Ltu
i
L
. 
Виразимо Ci  з 1-го рівняння системи: 
LC iii 1 . 
Підставимо отриманий вираз для 1i  в отриманий вираз для 
Ci  
L
L
C i
dt
di
R
L
R
tu
i
11
)(
. 
Вирази для 1i  та Ci  підставимо в 3-тє рівняння системи 
).()
)(
(
1
)
)(
(
11
1
1
tudti
dt
di
R
L
R
tu
C
R
R
dt
di
Ltu
L
L
L
 
Після спрощення одержуємо 
dt
di
Ldti
dt
di
R
L
R
tu
C
L
L
L )
)(
(
1
11
. 
Щоб позбутися знака інтеграла продиференціюємо отри-
мане рівняння за t : 
.)
)(
(
1
2
2
1 dt
id
Li
dt
di
R
tu
C
L
L
L  
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Одержуємо неоднорідне диференціальне рівняння 2-го по-
рядку 
11
2
2 )(11
R
tu
C
i
Cdt
di
CR
L
dt
id
L L
LL . 
Помножимо рівняння на  CR1  
)(12
2
1 tuiR
dt
di
L
dt
id
CLR L
LL . 
Отримане неоднорідне рівняння другого порядку має 
розв’язання вигляду 
)()()( .. tititi BLВИМLL . 
3 Знайдемо вимушену складову. 
Запишемо вхідний опір кола після комутації 
.
)(
)(
)()(
)0(
1
11
ЗАГЗАГ
CL
CL
CL
CL
CL
CL
ЗАГ
jXR
xx
xx
jR
xxj
xx
R
jxjx
jxjx
RZ
. 
Знайдемо струм на резисторі 1R  
.
)0(
)0( 1.1.1 pa
ЗАГЗАГ
pa
ЗАГ
jII
jXR
jUU
Z
U
I

  
Знайдемо опір у крапках 1-2 після комутації 
1212
)()(
jX
jxjx
jxjx
Z
CL
CL . 
Знайдемо напругу на цій ділянці після комутації 
.
)()()0()0(
1.1.
1.1.1211212
pa
pa
jUU
jIIjXIZU 
 
Тоді напруга на котушці після комутації буде дорівнювати 
.)0()0( ..1.1.12 LpLapaL jUUjUUUU
  
Знайдемо значення струму після комутації 
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,
)0(
..... ВИМLpВИМLa
L
L
ВИМL jII
jX
U
I

  
що у часовій області відповідає 
).sin()(
... ВИМLIВИМLВИМL
tIti  
Таким чином, одержуємо вираз для струму у котушці інду-
ктивності 
.
)sin()()(
21
.
21
21
.21.
tt
IВИМL
tt
ВИМLL
eAeA
tIeAeAtiti
ВИМL  
4 Знайдемо константи 1A  та 2A . 
Запишемо систему рівнянь для знаходження констант інте-
грування (5.33) у момент часу 0t  при допущенні, що корені 
характеристичного рівняння різні і дійсні. 
У результаті одержуємо систему 
.)cos()0(
,)sin()0()0(
2211)0(
0
.
21)0(
AAi
dt
di
AAii
L
L
IL
t
BL
ILL
 
За першим законом комутації 
)0()0( LL ii . 
Для спрощення математичних викладок введемо такі замі-
ни: 
)sin()0()0( )0(1 LILL iih , 
)cos()0( )0(
0
.
2 LIL
t
BL i
dt
di
h . 
Значення 
0
.
t
BL
dt
di
 визначаємо,  надавши йому фізичного 
змісту: 
L
u
dt
di L
t
BL )0(
0
. . 
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Знайдемо значення )0(Li  та  )0(Lu ,  виходячи з початкових 
умов і законів комутації та системи рівнянь на підставі 1-го та  
2-го законів Кірхгофа. 
Значення було визначено раніше )0()0( LL ii . 
Значення )0(Lu  знаходимо з системи рівнянь на підставі   
1-го та 2-го законів Кірхгофа: 
).0()0()0(
),0()0()0(
),0()0()0(
11
11
1
uuRi
uuRi
iii
C
L
CL
 
З системи одержуємо 
11 )0()0()0( RiuuL , 
де значення )0(1i  визначається 
)0()0()0(1 LL iii , 
що було визначено раніше. 
Значення )0(u  визначаємо з виразу для вхідної напруги у 
нульовий момент часу 
)sin(
2
)0sin(
2
)0( mm
EE
u . 
Таким чином, одержимо систему для розрахунку констант 
.
,
22211
121
hAA
hAA
             
Після розв’язання систем знаходимо значення констант 
12
221
1
hh
A ,  
21
211
2
hh
A . 
5 Записуємо повний вираз для шуканого струму у котушці 
індуктивності 
tt
ВИМLL eAeAtiti
21
21. )()( . 
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4.5 Приклади розв’язування задач 
 
Приклад 4.13  Для кола, зображеного на рис. 4.16, знайти 
вирази для всіх струмів та напруг і побудувати графіки зміни їх 
у часі. Номінали елементів схеми такі 50U В, 101R Ом, 
102R Ом, 203R Ом, 100L мГн,  100C мкФ; 
 
 R1 
U 
iС 
 L 
 R2 
 C 
iL i1 
 R3 
 
Рисунок 4.16  
 
Зобразимо схему, наведену на рис. 4.16 після комутації 
(рис. 4.17). 
 
 R1 
U 
iС 
 L 
 R2 
 C 
iL i1 
 R3 
1 контур 2 контур 
 
Рисунок 4.17 
 
Складемо систему рівнянь на основі законів Кірхгофа:  
.0
1
,
1
,
3
211
1
dti
Cdt
di
LRi
URidti
C
Ri
iii
c
L
L
Cc
LC
 
Розв’яжемо одержану систему рівнянь відносно напруги на 
ємності. 
Виразимо з 2-го рівняння системи струм 1i : 
111 
 
]
1
[
1
2
1
1 dti
C
RiU
R
i CC . 
Підставимо одержаний результат у перше рівняння систе-
ми: 
LCCC iidti
C
RiU
R
]
1
[
1
2
1
. 
Виразимо з одержаного рівняння струм Li : 
CCCL idti
C
RiU
R
i ]
1
[
1
2
1
. 
Підставимо одержаний вираз у третє рівняння системи 
.0
1
]][]
1
[
1
[ 32
1
dti
Cdt
d
LRidti
C
RiU
R
cCCC  
З вищевикладеного матеріалу відомо, що 
 dti
C
u CC
1
,   
dt
du
Ci CC . 
Підставимо записані співвідношення у перетворені рівнян-
ня 
.0]][][
1
[ 32
1
C
C
C
C u
dt
d
LR
dt
du
CuR
dt
du
CU
R
 
Після спрощення даного рівняння одержимо таке диферен-
ціальне рівняння 2-го порядку 
.0][
])([)(
31
323121212
2
RRu
LRRRRRRC
dt
du
RRCL
dt
ud
C
CC
. 
Диференціальне рівняння одержане відносно напруги на 
ємності Cu . Для розв’язання одержаного диференціального рів-
няння складемо характеристичне рівняння. Для цього введемо 
таку заміну 
C
C u
dt
du 2
2
,    C
C u
dt
du
. 
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Таким чином, одержуємо наступне характеристичне рів-
няння: 
.0][])([)( 3132312121
2 RRLRRRRRRCRRCL  
Підставимо замість номіналів елементів їх числові значення і 
тоді одержимо 
0]30[]15.0[]102[ 42 . 
Корені одержаного характеристичного рівняння будуть та-
кими: 
j825.963751    та  j825.963752 . 
Оскільки корені характеристичного рівняння комплексні, 
то час перехідного процесу розраховуємо за формулою 
310667.2
375
33
ppt  сек, 
де  – дійсна частина комплексних коренів характеристичного 
рівняння. 
Знайдемо вимушену складову струму у котушці індуктив-
ності. 
Зобразимо схему на постійному струмі після комутації (пі-
сля замикання ключа) на постійному струмі з урахуванням того, 
що ємність на постійному струмі еквівалентна розриву у місці її 
включення, а індуктивність еквівалентна закороченій ділянці 
кола у місті її ввімкнення. 
Запишемо вимушену складову струму у котушці індуктив-
ності 
667.1
30
50
2010
50
31
.
RR
U
i BИL А. 
Запишемо вимушену складову напруги на ємності 
33.3330667.13.. Riu BИLBИC В. 
Знайдемо вільну складову струму у котушці індуктивності. 
Оскільки корені характеристичного рівняння комплексно-
спряжені, то вигляд вільної складової струму у котушці індук-
тивності буде таким: 
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)]sin()cos([)( 21. tAtAetu
t
BC , 
де А1 і А2 – сталі інтегрування. 
Тепер необхідно знайти сталі інтегрування.  
Для їх визначення запишемо систему 
.
,)0(
21
0
.
1.
AA
dt
du
Au
t
BC
BC
 
Для розв’язання системи необхідно знайти )0(.CBCu  та 
0
.
t
BC
dt
du
. 
Спочатку знайдемо вільну складову напруги на котушці 
індуктивності )0(.BCu . Знайдемо напругу )0(.BCu : 
BИCCBC uuu .. )0()0( . 
На основі закону комутації можна записати 
)0()0( CC uu , 
де )0(Cu  – це стале значення напруги на ємності до комутації 
(до замикання ключа).  
Значення напруги на ємності UuC )0(  та струму у ко-
тушці індуктивності 0)0(Li , оскільки схема на постійному 
струмі розірвана через ключ і через конденсатор. 
Таким чином, виходячи з вище записаного, значення  
50)0(Cu . 
Тому 
667.1633.3350)0()0( .. BИCCBC uuu В. 
Знайдемо  значення 
0
.
t
BC
dt
du
. Надамо цьому виразу фізич-
ного змісту 
C
i
dt
du C
t
BC )0(
0
. . 
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Тепер необхідно знайти струм )0(Ci . Щоб знайти струм у 
конденсаторі )0(Ci , необхідно розв’язати систему на сталому 
струмі після комутації, складену на основі законів Кірхгофа для 
схеми, зображеної на рис. 4.17.  
Знайдемо струм  )0(Ci  з системи 
0
1010
0105050)0()0(
)0(
21
1
RR
iRuU
i LCC . 
Тепер запишемо значення 
0
.
t
BC
dt
du
: 
0
10100
0)0(
6
0
.
C
i
dt
du C
t
BC . 
Таким чином, одержуємо таку систему для розрахунку 
констант: 
.825.96)375(0
,667.16
21
1
AA
A
 
Розв’яжемо одержану систему відносно констант інтегру-
вання та одержимо такі корені: 
667.161A ,    55.642A . 
Запишемо вираз для вільної складової струму у котушці 
індуктивності 
)]825.96sin(55.64)825.96cos(667.16[)( 375. ttetu
t
BC . 
Запишемо повний вираз для струму у котушці індуктивно-
сті 
)]825.96sin(55.64)825.96cos(667.16[33.33)( 375 ttetu tC . 
Тепер знайдемо напругу на котушці індуктивності 
).825.96sin(582.2)]825.96sin(55.64
)825.96cos(667.16[33.33[
)(
)(
375
375
tet
te
dt
d
C
dt
tdu
Cti
t
tC
C
        
 Знайдемо струм, що проходить через перший резистор 
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).825.96sin(873.3
)825.96cos(667.1667.1
)()(
)(
375
375
1
2
1
te
te
R
RtituU
ti
t
tCC
 
Знайдемо струм, що проходить через котушку індуктивно-
сті 
).825.96sin(291.1
)825.96cos(667.1667.1)()()(
375
375
1
te
tetititi
t
t
CL
. 
Знайдемо спадання напруги на індуктивності: 
).825.96sin(53.645)825.96cos(500
)(
375375 tete
dt
di
Ltu
tt
L
L
. 
Побудуємо графіки функцій шуканих величин. Графіки 
будемо будувати на інтервалі часу від нуля до часу перехідного 
процесу за допомогою програми MathCAD (рис. 4.18 – рис. 
4.22). 
  
Рисунок 4.18 Рисунок 4.19 
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Рисунок 4.20 Рисунок 4.21 
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Рисунок 4.22 
4.6 Запитання для самоперевірки 
 
1 У чому суть класичного методу аналізу перехідних 
процесів? 
2 У яких випадках застосовується класичний метод ана-
лізу перехідних процесів? 
3 Навести методи складання характеристичного рівнян-
ня. 
4 У чому суть методу складання характеристичного рів-
няння на підставі законів Кірхгофа? 
5 У чому суть методу складання характеристичного рів-
няння на підставі методу контурних струмів? 
6 У чому суть методу складання характеристичного рів-
няння на підставі вхідного опору? 
7 Що можна одержати у процесі розв’язання системи рі-
внянь, складеної класичним методом? 
8 Як розв’язується диференціальне неоднорідне рівняння 
2-го порядку? 
9 Що таке вимушена складова при впливі у вигляді пос-
тійної напруги? Як вона знаходиться? 
10  Що таке вільна складова при впливі у вигляді постій-
ної напруги? 
11  Щодо яких змінних краще розв’язувати диференціаль-
не рівняння? Чому? 
12  Який вигляд вільної складової, якщо корені різні і дій-
сні? 
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13  Який вигляд вільної складової, якщо корені рівні і дій-
сні? 
14  Який вигляд вільної складової, якщо корені комплекс-
но-спряжені? 
15  Що таке аперіодичний розряд конденсатора з фізичної 
точки зору? 
16  Які особливості при складанні системи рівнянь для 
знаходження констант інтегрування? 
17  Як знаходити вільну складову шуканої величини на 
постійному струмі? 
18  Як знаходити складові dtdiL / ,  dtduC / ? 
19  Які особливості знаходження констант інтегрування, 
якщо корені характеристичного рівняння комплексно-
спряжені?  
20  Як визначати вільну складову, якщо вхідна напруга є 
гармонійною? 
21  Як визначаються початкові умови при впливі у вигляді 
гармонійної напруги?  
4.7 Завдання для самостійної роботи 
4.1 Скласти характеристичне рівняння за допомогою зако-
нів Кірхгофа для схеми, зображеної на рис. 4.23, якщо на вхід 
діє постійна напруга Е. 
4.2 Скласти характеристичне рівняння за допомогою зако-
нів Кірхгофа для схеми, зображеної на рис. 4.24, якщо на вхід 
діє постійна напруга Е. 
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Рисунок 4.23 Рисунок 4.24 
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4.3 Скласти характеристичне рівняння за допомогою зако-
нів Кірхгофа для схеми, зображеної на рис. 4.25, якщо на вхід 
діє постійна напруга Е. 
4.4 Знайти вимушену складову струму у котушці індукти-
вності та напруги на ємності для схем, зображених на рис. 4.23, 
4.24, 4.25. 
4.5 Знайти час перехідного процесу, якщо корені характе-
ристичного рівняння такі:  
1) 1 ,  22 ; 
2) j1 ,  j2 ; 
3) 21 . 
4.6 Знайти час перехідного процесу для схеми, зображеної 
на рис. 4.26, якщо  
1) 8501R Ом, 1002R Ом, 13R кОм, 10L мГ, 1.0C пФ; 
2) 01R Ом, 03R , а інші елементи такі самі, як і у першому 
випадку. 
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Рисунок 4.25 Рисунок 4.26 
 
4.7 Знайти час перехідного процесу для схеми, зображеної 
на рис. 4.27 при впливі постійної напруги 9E В, якщо: 
1) 1001R Ом, 8.1C мкФ, 78L мГ; 
2) 8001R Ом, 1.0C мкФ, 8L мГ. 
4.8 Класичним методом розрахувати струм і напругу у ко-
тушці індуктивності та побудувати їх графіки при постійній на-
прузі, що впливає 20U В  для схеми, наведеної на рис. 4.28, 
якщо: 
1) 801R Ом, 1.1C мкФ, 150L мГ; 
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2) 11R кОм, 9C пФ, 12L мкГ. 
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Рисунок 4.27 Рисунок 4.28 
 
4.9 Класичним методом розрахувати всі струми та напруги 
у схемі та побудувати їх графіки при постійній напрузі, що дії на 
вході 10E В, схема наведена на рис. 4.29, якщо: 
1) 21R кОм, 4002R Ом, 12C мФ, 4L мГ; 
2) 3001R Ом, 32R кОм, 1.0C мкФ, 180L мГ. 
4.10 Розрахувати класичним методом струм у конденсаторі 
із задачі 4.9, якщо на вхід діє гармонічна напруга вигляду: 
1) )30300sin(100)( tte ; 
2) )60300cos(100)( tte . 
4.11 Розрахувати початкові умови для схеми, зображеної 
на рис. 4.30, якщо на вхід діє синусоїдальна напруга із частотою 
300F Гц, максимальною амплітудою 25В та фазою 350., якщо 
номінали схеми такі: 
1)  4501R Ом, 12R кОм 903R Ом, 5.0C мкФ, 80L мГ; 
2) 5.21R кОм, 1002R Ом, 93R кОм, 5.2C пФ, 30L мГ. 
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Рисунок 4.29 Рисунок 4.30 
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4.12 Для схеми із задачі 5.11 при тих же самих номіналах 
розрахувати всі струми та напруги класичним методом у колі та 
побудувати їх графіки, якщо на вхід діє гармонічна напруга: 
1) )2020sin(150)( tte В; 
2) )2020cos(150)( tte В. 
4.13 Розв’язати задачу 4.8, якщо на вхід діє гармонічна на-
пруга із задачі 4.10. 
4.14 Для схеми, зображеної на рис. 4.31, розрахувати всі 
струми та напруги у випадку замикання і розмикання ключа 
класичним методом. Знайти коефіцієнт згасання, час перехідно-
го процесу, декремент згасання та логарифмічний декремент 
згасання. Параметри схеми і сигнал, що впливає, такі: 
1) 12)( Ete В ,  2001R Ом, 12R кОм, 9003R Ом, 
8.2C мкФ, 100L мГ; 
2) )3490sin(20)( tte В, 5501R Ом, 8502R Ом,     
7003R Ом, 8.0C мкФ, 110L мГ; 
3) )1580sin(25)( tte В, 2701R Ом, 2.22R кОм,  
43R кОм, 8.4C пФ, 13L мГ; 
4) )5585cos(19)( tte В, 101R Ом, 6.32R кОм,          
23R кОм, 7.0C пФ, 17L мГ. 
4.15 Для схеми, показаної на  рис. 4.32, розрахувати класи-
чним методом усі струми і напруги, знайти час перехідного про-
цесу, декремент згасання, логарифмічний декремент згасання у 
випадку розмикання ключа, якщо схема має такі номінали: 
1) 16)( Ete В, 501R Ом, 3002R Ом,  70L мГ; 
2) )875sin(13)( tte В, 5101R Ом, 8502R Ом,      
60L мГ; 
3) )10025sin(26)( tte В, 9001R Ом, 1002R Ом,     
9L мГ; 
4) )9476cos(33)( tte В, 6001R Ом, 1252R Ом,  
75.0L мГ. 
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Рисунок 4.31 Рисунок 4.32 
 
4.16 Для схеми, що зображена на  рис. 4.33 розрахувати 
класичним методом всі струми та напруги, знайти час перехід-
ного процесу, декремент згасання, логарифмічний декремент 
згасання у випадку розмикання ключа, якщо схема має такі но-
мінали: 
1) 18)( Ete В, 601R Ом, 12R кОм,  7.0C мкФ; 
2) )1878sin(14)( tte В, 6001R Ом, 22R кОм,        
7.7C мкФ. 
4.17 В електричному колі, що зображене на рис. 4.34 від-
бувається перехідний процес та ключ замикається. Необхідно 
знайти струми у всіх гілках, якщо коло має такі параметри еле-
ментів 10U В, 2.01R Ом, 8.02R Ом, 1C Ф, 25.0L Гн 
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Рисунок 4.33 Рисунок 4.34 
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РОЗДІЛ 5 ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД АНАЛІЗУ                  
ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ 
 
5.1 Загальні положення операторного методу 
 
5.1.1  Основні положення 
 
Суть  операторного методу розрахунку перехідних проце-
сів полягає у тому, що використовується перетворення Лапласа, 
що дозволяє перенести розв’язання з області функції дійсної 
змінної t  у область комплексної змінної p : 
jsp . (5.1) 
При цьому операції диференціювання та інтегрування фу-
нкції заміняються відповідними операціями множення та ділен-
ня функції комплексної змінної на змінну p , що істотно спро-
щує розрахунок, оскільки зводить систему диференціальних рі-
внянь до системи алгебраїчних. У операторному методі відпадає 
необхідність визначення сталих інтегрування. Тому його часті-
ше застосовують на практиці. 
Розрізняють пряме і зворотне перетворення Лапласа. 
Пряме перетворення Лапласа 
dtetfpF tp
0
)()( , (5.2) 
де  )(tf  – функція дійсної змінної t  та визначається при  0t  
(при 0)(,0 tft ). 
Інтеграл (5.2) ще позначають таким чином 
      )}({)( tfLpF   або  )()( tfpF .  (5.3) 
Зворотне перетворення Лапласа 
      
j
j
tp dpepF
j
tf )(
2
1
)( .  (6.4) 
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Функцію )(pF  називають зображенням за Лапласом, а 
функцію )(tf  – оригіналом. Отже, оригінал і зображення явля-
ють собою пари функцій )(tf   і  )(pF  дійсної та комплексної 
змінних, зв'язаних між собою парою перетворень Лапласа. 
Інтеграл (5.4) ще позначають таким чином 
      )}({)( 1 pFLtf  чи )()( pFtf .  (6.5) 
При такому  перетворенні операція диференціювання над 
функцією дійсної змінної )(tf  заміняється операцією множення 
на оператор p  функції комплексної  змінної )(pF . У свою чер-
гу, операція інтегрування заміняється операцією ділення на опе-
ратор p . Ці властивості будуть доведені далі (підрозділ 5.1.2). 
 
5.1.2 Основні властивості перетворень Лапласа 
 
Математичним операціям над оригіналами відповідають 
відповідні операції над зображенням та навпаки. Ці операції на-
зивають властивостями перетворення Лапласа. Знання цих влас-
тивостей полегшує знаходження зображень. 
1 Властивість лінійності 
      
n
k
kk
n
k
kk pFatfa
11
)()( ,  (5.6) 
де ka  – постійні коефіцієнти. 
Ця властивість доводиться, якщо застосувати до лівої час-
тини наведеного співвідношення пряме перетворення Лапласа 
0 1
)( dtetfa pt
n
k
kk . 
При такому перетворенні одержимо інтеграл суми, який 
дорівнює сумі інтегралів 
1 00 1
))(()(
k
pt
kk
pt
n
k
kk dtetfadtetfa , 
а постійну величину можна винести за знак інтеграла 
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1 01 0
))(())((
k
pt
kk
k
pt
kk dtetfadtetfa . 
Вираз у дужках відповідає прямому перетворенню Лапласа 
0
)()( dtetfpF ptkk . 
Таким чином, одержуємо 
11 0
)())((
k
kk
k
pt
kk pFadtetfa , 
що і слід було довести. 
2 Диференціювання оригіналу. 
При ненульових початкових умовах, коли 0)0(f , дифе-
ренціюванню оригіналу відповідає таке співвідношення 
      )0()()( fppFtf . (5.7) 
У випадку нульових початкових умов 
      )(
)(
pFp
dt
tfd n
n
n
. (5.8) 
Ця властивість доводиться на підставі інтегрування части-
нами. 
Застосуємо до функції  
dt
tdf
tf
)(
)(  
пряме перетворення Лапласа 
00
)(
)( ptpt etdfdte
dt
tdf
. 
Інтегрування здійснимо частинами. Введемо такі позна-
чення 
ue pt , dvtdf )( . 
Після чого одержуємо 
vduuvudv . 
Відповідно одержуємо 
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0
0
0
)()()()( ptptpt edtftfetdfe . 
Визначимо перший доданок виразу 
)0()0(0)0()()( 00 fffefetfe
pppt
. 
Другий доданок виразу визначається 
)()()()(
00
ppFdtetfpedtf ptpt . 
Таким чином, маємо 
)0()(
)(
0
fppFdte
dt
tdf pt  
або  
)0()(
)(
fppF
dt
tdf
. 
У диференціальних рівняннях електричного кола похідну 
за часом найчастіше бачимо у виразі для напруги на котушці ін-
дуктивності 
dt
di
LuL . 
Позначаючи операторне зображення струму )(ti  у вигляді 
)( pI , одержуємо згідно з вищвикладеним матеріалу операторне 
зображення для напруги на котушці індуктивності 
)0()()( LippLIpUL . 
3 Інтегрування оригіналу. 
Інтегруванню оригіналу відповідає ділення на змінну p : 
      
t
p
pF
dttf
0
)(
)( . (5.9) 
У випадку багаторазового інтегрування 
      
t t
n
n
p
pF
tdtf
0 0
)(
)(... . (5.10) 
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Ці співвідношення справедливі для нульових початкових 
умов, тобто  0)0(f . При ненульових початкових умовах 
0)0(f  додається доданок 
p
f )0(
. 
Знайдемо зображення інтеграла функції 
t
dttft
0
)()( . 
Візьмемо інтеграл Лапласа від функції )(t  
000
)(
11
)()()( dtet
p
e
p
tdtetp ptptpt . 
Перша складова виразу дорівнює нулю: 
,000
1
)0(
1
)(
1
)( 0
0
pppt e
p
e
p
e
p
t
 
Оскільки 0e , 0)0( . 
Розглянемо другу складову 
p
pF
dtetf
p
dtet
p
ptpt )()(
1
)(
1
00
. 
Таким чином, одержали зображення інтеграла 
p
pF
dttf
t
)(
)(
0
. 
Інтеграл найчастіше буває у виразі для напруги на конден-
саторі 
)0(
1
)(
0
C
t
C uidt
C
tu . 
Зображення першої складової згідно з вищевикладеним 
матеріалом буде 
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pC
pI
idt
C
t
)(1
0
. 
Друга складова є сталої величиною, тому її зображення 
буде 
p
u
u CC
)0(
)0( . 
 Тому виходячи з вищевикладеного, запишемо вираз на-
пруги на конденсаторі у операторній формі 
p
u
pC
pI
pU CC
)0()(
)( . 
4 Зміна масштабу (теорема подібності) 
)(
1
)(
a
p
F
a
atf , (5.11) 
де a   – постійний дійсний коефіцієнт. 
Ця властивість легко доводиться шляхом заміни змінної у 
прямому перетворенні Лапласа. 
5 Зсув в області дійсної змінної (теорема запізнювання) 
)()exp()( 00 pFptttf . (5.12) 
Із цього співвідношення видно, що зсув оригіналу по осі 
часу на величину 0t  відповідає множенню зображення на 
)exp( 0tp .  Це доводиться заміною змінної. 
6 Зсув в області комплексної змінної (теорема зсуву). 
)()()exp()( tfetftpF t . (5.13) 
Ця теорема доводиться безпосередньо із прямого перетво-
рення Лапласа, якщо в ньому замість )(tf  підставити )(tfe t . 
Причому  може бути як дійсною, так і комплексною. 
7 Теорема згортання. 
Згортанню двох функцій відповідає добуток зображеннь 
      
).()(
)()()()()()(
21
0
21
0
2121
pFpF
dftfdtfftftf
 (5.14) 
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Теорема згортання доводиться заміною порядку інтегру-
вання в подвійному інтегралі та застосуванням теореми про ча-
совий зсув оригіналу. 
8 Диференціювання зображення 
               )()(
)(
tft
dp
pFd n
n
n
. (5.15) 
9 Інтегрування зображення 
               
0
)(
)(
t
tf
dppF . (5.16) 
10 Згортання зображення 
               )()(
2
1
)()( 2121 tftfpFpF . (5.17) 
 
5.1.3 Закони Ома та Кірхгофа в операторній формі 
 
Користуючись основними властивостями перетворення 
Лапласа, можна одержати основні закони теорії кіл у оператор-
ній формі. 
Розглянемо на прикладі коливального контуру (рис. 5.1). 
 
L 
С U(t) 
i(t) 
    R 
 
Рисунок  5.1 – Схема RLС-кола 
 
Запишемо напругу у контурі 
dtti
Cdt
tdi
LtRitu )(
1)(
)()( . 
Застосувавши пряме перетворення Лапласа і беручи до 
уваги властивість лінійності, диференціювання і інтегрування 
оригіналу, одержимо 
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pC
pI
p
u
LippLIpRIpU C
)()0(
)0()()()( . 
Звідси одержуємо закон Ома у операторній формі для да-
ного кола 
               
)(
)(
)/(1
/)0()0()(
)( 0
pZ
pU
pCpLR
puLipU
pI C , (5.18) 
де )(0 pU  – операторна напруга; )( pZ  – операторний опір кола. 
Операторні зображення величини струму )( pI , напруги 
)(0 pU  та опору )( pZ  у теорії позначаються великими літерами. 
Величини )0(Li  та  
p
uC )0(   представляють початкові умо-
ви. Вони характеризують енергію електричних і магнітних по-
лів, що запасається в  L  і C   до моменту комутації. Ці величини 
схемотехнічно можуть бути представлені як джерела напруги. 
Величина, зворотна )( pZ , називається операторною провідніс-
тю кола 
               
)(
1
)(
pZ
pY . (5.19) 
Аналогічним чином можна одержати закони Кірхгофа у 
операторній формі. 
Перший закон Кірхгофа 
               0)(
1
m
k
k pI . (5.20) 
Другий закон Кірхгофа 
               0)(
1
m
k
k pU . (5.21) 
Таким чином, закон Ома та закони Кірхгофа у операторній 
формі аналогічні до цих самих законів для постійного струму та 
гармонічного струму у комплексній формі з тією лише різни-
цею, що у кожній з n  гілок за наявності ненульових початкових 
130 
 
умов діють додаткові джерела напруги )0(Li  та  
p
uC )0(  (напря-
мок )0(Li  збігається з напрямком струму, а напрямок 
p
uC )0(  
протилежний), які можна перетворити у джерело струму. 
З виразу для операторної напруги кола, що зображене на 
рис. 5.1, запишемо вирази для операторної напруги та струму: 
)0()()( LippLIpUL , 
p
u
pC
pI
pu CC
)0()(
)( . 
Виходячи з одержаних виразів, можна зобразити операто-
рні схеми заміщення котушки індуктивності (рис. 6.2) та кон-
денсатора (рис. 6.3) 
 
 pL L 
i(t) 
 LiL(0) 
 IL(p) 
а) б)  
Рисунок 5.2 – Котушка індуктивності у часовій (а) та опера-
торній (б) областях  
 
На рис. 5.2, а  наведена котушка індуктивності у часовій 
області, а на рис. 5.2, б наведено зображення котушки індуктив-
ності у операторній області. Як видно з рис. 5.2 б, у операторній 
області котушка індуктивності еквівалентна індуктивному опору 
зі значенням pL  та джерелу напруги зі значенням )0(Li . 
 
С 
iС(t) 
 
p
uC )0(  
 IС(p) 
а) б) 
 
pC
1
 
 
Рисунок 5.3 – Ємність  у часовій (а) та операторній (б) облас-
тях  
 
На рис. 5.3 а  наведений конденсатор у часовій області, а 
на рис. 5.2 б наведено зображення конденсатора у операторній 
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області. Як видно з рис. 5.3 б, у операторній області конденсатор 
еквівалентний ємнісному опору зі значенням 
pC
1
 та джерелу 
напруги зі значенням 
p
uC )0( . 
Оскільки у операторному вигляді виконуються основні за-
кони, то можна користуватися класичними перетвореннями. 
Проілюструємо перетворення джерела струму в джерело 
напруги для реактивних елементів у операторному вигляді. 
 
pC
1
 
p
uC )0(  
pC
1
 
)0(CCu  
а) б)  
Рисунок 5.4 – Перетворення джерел у операторній формі 
 
 На рис. 5.4 проілюстроване перетворення джерела напру-
ги 
p
u
E C
)0(
у джерело струму зі значенням 
)0(
1
)0(
C
C
C
Cu
pC
p
u
Z
E
J . 
 
pL  
)(OLi  
pL  
p
i )0(
 
а) б)  
Рисунок 5.5 – Перетворення джерел у операторній формі 
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На рис. 5.5 проілюстроване перетворення джерела напруги 
)0(LiE у джерело струму зі значенням 
p
i
pL
Li
pZ
E
J
L
)0()0(
)(
. 
Варто пам'ятати, що джерело напруги має нульовий опір, а 
джерело струму має нескінченний опір. 
 
5.1.4 Основні етапи розв’язання 
При розв’язанні задач операторним методом розв’язання 
розбивається на п'ять етапів. 
1 Розраховуються незалежні початкові умови. 
2 Складається операторна схема  заміщення  для  кола, отри-
маного після комутації. 
3 Складається система рівнянь на підставі операторних законів 
Кірхгофа або за допомогою операторного методу контурних 
струмів, вузлових напруг. 
4 Із системи визначаються операторні зображення струмів і 
напруг. 
5 Знаходяться оригінали  за отриманими зображеннями за до-
помогою теореми розкладання. 
 
5.2 Операторні  схеми заміщення 
 
Перед складанням схеми заміщення  кола у операторній 
формі необхідно знайти значення струму )0(Li  в котушці інду-
ктивності та напруги )0(Cu  на конденсаторі до комутації. 
Оскільки коло до комутації перебуває у сталому режимі роботи, 
то визначення значень )0(Li  і )0(Cu  можна  зробити, застосу-
вавши будь-який метод розрахунку. Якщо значення )0(Li  і 
)0(Cu  відмінні від нуля, то при складанні схеми заміщення не-
обхідно послідовно з реактивними елементами включити додат-
кові  джерела енергії. Напрямок дії цих джерел і величина їх 
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ЕРС вибираються відповідно до рис. 5.2 та рис. 5.3. Значення 
ЕРС та інших елементів кола у операторній формі вибираються 
за таблицею 5.1. Операторна схема заміщення зображується для 
комутаційного моменту часу. 
 
5.3 Приклади зображення функцій 
 
Знайдемо значення сталої величини, наприклад 1: 
p
e
p
e
p
e
p
dte ppptpt
1111
1 00
0
. 
Таблиця 5.1 -  Зображення та оригінал деяких функцій 
Оригінал Зображен-
ня 
Оригінал Зображення 
1 
p
1
 
tet)1(  
2)( p
p
 
t  
2
1
p
 )1(
1 te  
)(
1
pp
 
te  
p
1
 
)cos( 0t  
2
0
2p
p
 
tj
e 0  
0
1
jp 
 
)sin( 0t  
2
0
2
0
p
 
)( 0tje  
0jp
e j

 
)sin( 0t  
2
0
2
0 cossin
p
p
 
tet  
2)(
1
p
 
)sin( 0te
t  
2
0
2
0
)( p
 
)(
1 tt ee
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1
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)cos( 0te
t  
2
0
2)(p
p
 
nt  
1
!
np
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)cos( 0t
 
2
0
2
0 sincos
p
p  
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Нехай tetf )( , тоді 
.
11
)( 0
)(
0
)(
0
p
e
p
dtedteepF tppptt  
Таким чином, одержуємо 
p
e t
1
. 
Якщо  )( tjt , то 
jp
e
eee
j
tjjt
. 
Відповідно 
22
)
11
(
2
1
)(
2
1
sin
pjpjpj
ee
j
t tjtj . 
На основі цих результатів складають таблицю відповіднос-
тей деяких функцій та їх зображень (таблиця 5.1). 
Більш детальніші таблиці відповідності оригіналів та їх зо-
бражень наведені у спеціальних довідниках. 
 
5.4 Складання операторних рівнянь та їх розв’язання 
 
Складання операторних рівнянь містить у собі математич-
ний опис отриманої схеми відомими методами розрахунку лі-
нійних електричних кіл у операторній формі застосування зако-
нів Кірхгофа, методів контурних струмів, вузлових напруг (по-
тенціалів), накладення, еквівалентного генератора. Крім цього, 
можна робити еквівалентні перетворення ділянок кола з пасив-
ними та активними елементами .  
У результаті розв’язання операторних рівнянь одержуємо 
вираз у вигляді правильного дробу, чисельник і знаменник якого 
становлять поліноми в загальному випадку другого та третього 
ступенів. Причому поліноми, що стоять у знаменниках, для 
будь-якого змінного кола, повинні бути однаковими або відріз-
нятися на множник p . 
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5.5 Визначення оригіналів 
 
Після одержання операторного розв’язання необхідно 
знайти оригінал, що відповідає цьому розв’язанню. Є два шляхи 
визначення оригіналів. У першому випадку можна скористатися 
таблицею 5.1 відповідності оригіналів і зображень або більше 
повною, наведеною в будь-якому довіднику з вищої математики. 
У другому випадку перехід до оригіналу можна здійснити за до-
помогою теореми розкладання, що застосовна тільки при до-
триманні певних умов. Найчастіше операторне розв’язання 
)(pF  має вигляд дробу. Під )(pF  розуміють )( pI  або )(pU : 
01
1
1
01
1
1
2
1
...
...
)(
)(
)(
bpbpbpb
apapapa
pF
pF
pF
m
m
m
m
n
n
n
n . (5.22) 
Застосування теореми розкладання можливе, якщо вико-
нуються такі умови: 
 дріб повинен бути правильним, тобто nm ; 
 коефіцієнти 
011 ,,..., aaaa nn  і 011 ,,..., bbbb mm  по-
винні бути дійсними та додатними; 
 у знаменнику не повинно бути рівних коренів; 
 чисельник і знаменник не повинні мати рівних коренів, 
тобто дріб повинен бути нескоротним.  
Після складання операторного розв’язання визначаються 
корені знаменника F2(р)=0 і перевіряється виконання вищепере-
лічених умов. Залежно від вигляду коренів можливі такі форми 
теореми розкладання. 
Якщо корені виразу  знаменника 0)(2 pF  різні, дійсні 
21 pp . 
У цьому  випадку оригінал виразу знаходимо у вигляді су-
ми лишків 
m
k
tp
k
k
m
k
k
p
k
k
e
pF
pF
pFsti
1 2
1
1 )(
)(
)]([Re)( , (5.23) 
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де m  – число коренів знаменника; kp  – k-й корінь знаменника; 
)(2 pF  – похідна від полінома знаменника. 
Теорему розкладання також можна подати у вигляді 
m
k k
k
pp
A
pI
1
)( ,  
де 
kpp
k
pF
pF
A
)(
)(
2
1 . 
Вираз  
k
k
pp
A
 у часовій області відповідає tpk
keA . 
 Якщо у рівнянні виразу знаменника 0)(2 pF  є  m  різних 
коренів nppp ,..., 21  і з них корінь 1p  кратністю 1m , корінь 2p  
кратністю 2m , то оригінал струмів буде обчислюватися за фор-
мулою 
pkpmk
k
tp
mk
mkn
k k
m
k
k
p pp
pF
epF
dp
d
n
pFsti
k
]
)(
)(
)(
[
)!1(
1
)]([Re)( 2
1
1
1
11
. 
(5.24) 
Тут вираз, що стоїть у знаменнику квадратної дужки, не-
обхідно спочатку скоротити на mkkpp )(  та лише після цього 
диференціювати. 
Наприклад, необхідно знайти оригінал за зображенням 
32
2
1
)1(
2
)(
)(
pp
p
pF
pF
. 
Задана функція має полюс другого порядку 11p  та по-
люс третього порядку 02p . Застосуємо формулу (5.24) по чер-
зі для випадків 2m  та 3m  
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Отже, запишемо загальний вираз для шуканого струму 
85)83()()()( 221 ttettititi
pt . 
 Якщо серед m  коренів рівняння 0)(2 pF  є пара компле-
ксних коренів kkk jp , kkk jp 1 то теорема розк-
ладання може бути подана у такому вигляді: 
               ]
)(
)(
Re[2)(
2
1 tpk ke
k
pF
pF
ti .   (6.25) 
Доведемо це співвідношення. Запишемо вираз для шукано-
го операторного струму, одержаний раніше для пари комплекс-
но-спряжених коренів у вигляді суми двох складових 
1
1
2
1
)(
)(
)(
k
k
k
k
pp
A
pp
A
pF
pF
pI

. 
У часовій області цей вираз відповідає наступному 
tp
k
tp
k
kk eAeAti 11)(   
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Подамо пару комплексно-спряжених коренів у показнико-
вій формі  
,
,
*
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де  22 baAi ,  
b
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b
a
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b
a
arctgk 1 . 
У вираз для струму у часовій області у показники експоне-
нти підставимо вирази коренів у алгебраїчній формі запису, а 
замість коефіцієнтів kA  та 1kA  їх показникові вирази 
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У операторній області це відповідає виразу 
]
)(
)(
Re[2)(
2
1 tp
k
k ke
pF
pF
ti . 
 
5.6 Приклади розв’язування задач 
 
Приклад 5.1 Знайти значення струму в котушці індуктив-
ності )(tiL  операторним методом для схеми, зображеної на       
рис. 5.4. 
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Рисунок  5.4 
 
Розв’язання 
Знайдемо початкові умови, тобто  значення струму в ко-
тушці індуктивності та  напруги на ємності до  комутації на пос-
тійному струмі.                       
До комутації ключ був замкнутий, тому струм проходив по 
шляху найменшого опору, тобто минаючи опір 1R . Запишемо 
значення струму в котушці індуктивності до комутації 
2
)0(
R
E
iL . 
Оскільки гілка, у якій стоїть ємність на постійному струмі 
буде розірвана, то через неї постійна складова струму протікати 
не буде, тому напруга на ємності буде дорівнюватиме спаданню 
напруги на резисторі 2R : 2)0()0( Riu LC . 
З урахуванням законів комутації одержуємо 
)0()0( LL ii , )0()0( CC uu . 
Зобразимо операторну схему заміщення з урахуванням ну-
льових початкових умов після комутації (рис. 5.5). 
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Рисунок  5.5 
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Тепер складаємо операторну систему рівнянь на підставі   
1-го та 2-го законів Кірхгофа, що описує вихідну схему. Спочат-
ку задамося позитивним напрямком струмів у контурах (рис. 
5.6). 
Запишемо операторну систему рівнянь: 
 
 
I 
LiL(0) 
pL 
  R2 
p
E
 
IL(p) 
    R1 
I2(p) 
IС(p) 
  R3 
p
uC )0(  
pC
1
 
II 
 
Рисунок 5.6 
 
Далі розв’язуємо отриману систему. Розв’язувати її можна 
або методом Крамера, або безпосередньо. Наведемо приклади 
розв’язання для двох методів.  
Спочатку знайдемо значення для струму в котушці індук-
тивності безпосередньо. 
Виразимо з 3-го рівняння )(pIC  
                        )()()( 2 pIpIpI LC . 
Підставимо )(pIC  у друге рівняння системи: 
p
u
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))(()(( 2232 . 
Виразимо з отриманого рівняння )(2 pI : 
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Підставимо  )(2 pI  в 1-ше рівняння системи: 
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Перетворимо отриманий вираз: 
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Зведемо обидві частини рівняння до загального знаменни-
ка: 
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Скоротимо обидві частини рівняння на вираз 
pC
RR
1
32  
та виразимо з нього )( pI L : 
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Спростимо чисельник і знаменник отриманого виразу: 
])[])([)]([(
][])0()0()([)])(0([
)(
2123312132
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RRLRRRRRRCpRRLCpp
ECRuLiRRECpRRCLip
pI CLLL . 
Одержали вираз для )( pI L  як відношення двох дробів: 
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2
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2
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2
pF
pF
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pIL . 
Оскільки ступінь полінома знаменника більше ступеня по-
лінома чисельника, то ми можемо використати в цьому випадку 
теорему розкладання. Знайдемо полюси у виразі для струму в 
котушці індуктивності. Для цього прирівняємо до нуля знамен-
ник і знайдемо корені отриманого квадратного рівняння. Нехай 
ці корені будуть 01p , 2p , 3p : 
3
3
2
21)(
pp
A
pp
A
p
A
pIL . 
Припустимо, що корені дійсні і різні, тоді розрахунок лиш-
ків у полюсах можна здійснити в такий спосіб: 
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Після одержання числових значень коефіцієнтів на підста-
ві перетворення Лапласа від зображення переходимо до оригіна-
лу: 
tptp
L eAeAAti
32
321)( . 
 
Приклад 5.2 Для попереднього прикладу (приклад 5.1) 
розв’язати систему методом Крамера. 
Розв’язання 
Скористаємося результатами попереднього прикладу та за-
пишемо операторну систему 
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Перепишемо систему в іншому вигляді: 
.0]1[)(]1[)(]1[)(
,
)0(
]
1
)[(])[(]0[)(
),0(]0[)(])[(])[(
2
322
221
pIpIpI
p
u
pC
RpIRpIpI
Li
p
E
pIRpIpLRpI
CL
C
CL
LCL
 
Запишемо систему в матричній формі 
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Запишемо визначник даної системи 
111
1
0
0
32
21
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. 
Запишемо інші визначники для одержання виразів для шу-
каних величин за методом Крамера: 
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Запишемо значення шуканих величин: 
1)(pI L ,           
2
2 )(pI ,           
3)( pIC . 
Всі інші дії та обчислення здійснюються аналогічно до 
прикладу 5.1. 
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Приклад 5.3  Розглянемо попередню схему із прикладу 5.1 
(рис. 5.6) при впливі гармонічного коливання та особливості йо-
горозрахунку операторним методом. Дія змінюється за законом 
)sin()( tEte m . 
Розв’язання 
Для розрахунку скористаємося операторною схемою замі-
щення з попереднього прикладу. Тільки джерело сигналу буде 
не постійним, а гармонічним. 
Наведемо гармонічну дію у операторній формі за таблицею 
перетворень Лапласа: 
22
cossin
2
)()sin()(
p
pE
pUtEte mm . 
Спочатку запишемо вираз для дії із тригонометричної фо-
рми запису у алгебраїчну, яку і будемо підставляти у систему 
рівнянь, що буде отримана нижче 
pa
m jEEEt
E
te )sin(
2
)( . 
Знайдемо закон зміни струму в котушці індуктивності та 
напруги на ємності до комутації. Для цього знаходимо значення 
всіх струмів у гілках схеми за допомогою операторного методу 
(законів Кірхгофа, контурних струмів та  ін.) 
.
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Виразимо з 3-го рівняння системи Ci : 
2iii LC . 
Підставимо Ci  у друге рівняння систем: 
0)
1
)(( 2232 Ri
Cj
RiiL . 
Виразимо з даного рівняння 2i : 
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Підставимо 2i в 1-ше рівняння системи: 
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Виразимо  Li  з отриманого рівняння: 
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Cj
R
RR
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
. 
Після підстановки числових значень і спрощення одержує-
мо такий вигляд струму в котушці індуктивності: 
pLaLL jiii .. . 
Тепер здійснюємо переведення алгебраїчної форми запису 
комплексного числа в показову форму запису, а потім у триго-
нометричну і тоді одержимо 
)sin( tIeIi L
j
LL , 
де LI  – діюче значення струму котушки індуктивності;  – фаза 
струму котушки індуктивності. 
Тепер знайдемо струм на ємності з отриманої системи. Для 
цього додаємо 1-ше та 2-ге рівняння системи: 
ERi
Cj
RiRiLjRi CL 223221 )
1
()( . 
Після спрощення одержимо таке рівняння: 
E
Cj
RiLjRi CL )
1
()( 31 . 
Виражаємо з одержаного рівняння струм Ci : 
Cj
R
LjRiE
i LC 1
)(
3
1

. 
Після перетворень одержуємо комплексне число 
CCC jbai . 
147 
 
Тепер одержимо напругу на ємності 
j
C
C
CCC eU
Cj
i
XiU , 
що у часовій області відповідає 
)sin()( tUtu CC , 
де CU  – діюче значення напруги на ємності;  – фаза напруги 
на ємності. 
Тепер одержуємо значення для струму у котушці індуктив-
ності та напруги на ємності у момент часу 0t : 
0.)0sin()0( LLL IIi , 
0.)sin()0( CCC UtUU . 
Тепер складаємо систему рівнянь на підставі операторних 
законів Кірхгофа для нашої схеми: 
).()()(
,
)0(
)()
1
)((
),0()()())((
2
223
221
pIpIpI
p
u
RpI
pC
RpI
LipURpIpLRpI
CL
C
C
LL
 
Далі розв’язуємо систему рівнянь одним із способів, зазна-
чених у попередніх двох прикладах, з урахуванням того, що 
22
cossin
)(
p
p
pU . 
 
Приклад 5.4 На вхід лінійного кола діє гармонічна напру-
га у вигляді функції )302.94sin(90)( tte . Знайти зображення 
гармонічної дії. 
Розв’язання 
Щоб знайти зображення, скористаємося таблицею перет-
ворення Лапласа та запишемо формулу для оригіналу, якщо на 
вхід діє гармонічне коливання вигляду 
22
cossin
)sin(
p
p
t . 
Застосуємо цю формулу для нашого завдання: 
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Приклад 5.5 Для кола, що зображене на рис. 5.7, операто-
рним методом знайти вираз миттєвих значень струму у нерозга-
луженій частині кола при замиканні ключа, якщо  200U  В, 
1001R  Ом, 4002R  Ом, 5C  мкФ. 
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Розв’язання 
Запишемо вираз для зобра-
ження постійної напруги у опера-
торній формі 
p
pU
200
)( . 
 
Рисунок 5.7  
 
Знайдемо операторний опір кола після комутації: 
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RRpcRR
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R
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RpZ . 
Тепер запишемо вираз для струму у нерозгалуженій ділян-
ці кола за допомогою операторного закону Ома: 
)5002.0(
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1
pp
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p
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pI . 
Визначимо оригінал струму двома способами. 
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У першому способі необхідно вираз для )(1 pI подати у ви-
гляді суми двох функцій, які після перетворень набудуть вигля-
ду формул, наведених у таблиці 5.1: 
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Отже, остаточно одержали вираз для струму 
)2500(
2500
4.0
)2500(
2
)(1
ppp
pI . 
За таблицею перетворення Лапласа знаходимо 
ttt eeeti 250025002500 6.14.0)1(4.02)(  А. 
Тепер знайдемо цей струм за допомогою теореми розкла-
дання 
Запишемо вираз для струму 
)5002.0(
2004.0
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2
1
1
pp
p
pF
pF
pI . 
Знайдемо корені знаменника )5002.0()(2 pppF . Для 
цього знаменник прирівняємо до нуля 
0)5002.0( pp . 
Корені знаменника будуть такі 01p , 25002p . 
Визначаємо похідну знаменника 
50022.0)(2 ppF . 
За допомогою теореми розкладання струм можна подати у 
вигляді 
21)( AAti . 
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Константи А1 та А2 знайдемо за допомогою теореми розк-
ладання 
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Таким чином, одержимо вираз для струму  
ttt eeeti 250025002500 6.14.0)1(4.02)(  А. 
 
Знайдемо час перехідного про-
цесу 
2.1
2500
33
3
p
t pp мс. 
За допомогою MathCAD побу-
дуємо графік струму (рис. 5.8). 
 
Рисунок 5.8  
 
Приклад 5.6 Розрахувати вираз для миттєвого значення  
струму в індуктивності, якщо на вхід 
кола (рис. 5.9) діє гармонічна напруга 
)sin()( tEte m . Номінали елемен-
тів кола такі: 2120mE В,       
301R Ом, 152R Ом,  450L мГн,  
50C мкФ, 30 , 15f Гц. 
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 Рисунок 5.9 
Розв’язання 
Розрахуємо кутову частоту  
 4.921514.322 F . 
Запишемо напругу джерела 
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)302.94sin(120)sin()( ttEte . 
Подамо напругу джерела у алгебраїчній формі: 
.6092.103)5.0866.0(120)30sin
30(cos120)30exp(120)302.94sin(120
jjj
jt
 
Отже, одержали вираз для напруги у комплексній формі 
.j60103.92E  
Розрахуємо початкові умови. Для цього необхідно знайти 
значення струму у котушці індуктивності та напругу на ємності 
до комутації. До комутації ключ був розімкнутий. Зобразимо 
схему до комутації (рис. 5.10).  
Оскільки схема до комутації 
була розірвана, то струм, що про-
ходить у гілці з конденсатором, до-
рівнює нулю. Тому струм у котуш-
ці індуктивності розраховуємо за 
другим законом Кірхгофа. 
Виберемо додатні напрямки 
проходження струмів у контурі     
(рис. 5.10) та складемо для нього 
рівняння на основі 2-го закону Кір-
хгофа: 
EXIRIRI LLLL  21 . 
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Рисунок 5.10 
Обчислимо реактивний опір котушки індуктивності LZ : 
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Виразимо із одержаного рівняння струм LI  
.432.091.1
58.4145
6092.103
58.411530
6092.103
I
21
L
j
j
j
j
j
ZRR
E
L


 
Знайдемо напругу на котушці індуктивності 
)58.4115()432.091.1()( 2 jjZRIU LLC
  
938.72613.46 j . 
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Запишемо закони зміни струму у котушці індуктивності та 
напруги на ємності. Для цього нам необхідно алгебраїчні форми 
запису струмів перевести у показникові. 
Запишемо струм у котушці індуктивності та напругу на 
ємності у показниковій формі:  
)]91.1/432.0(exp[)432.0(91.1432.091.1I 22L jarctgj
  
,959.1 737.12je  
938.72613.46UC j
  
.56.86)]
613.46
938.72
(exp[938.72)613.46( 418.5722 jerctgj  
Запишемо струм у котушці індуктивності та напругу на ємно-
сті у вигляді гармонічних функцій часу:  
)7.122.94sin(959.1)( ttiL , )418.572.94sin(56.86)( ttuC . 
У нульовий момент часу одержуємо такі значення ( 0t ): 
)7.12sin(959.1)7.1202.94sin(959.1)0(Li 43.0  А, 
)418.5702.94sin(56.86)0(Cu 94.72)418.57sin(56.86  В. 
Зобразимо операторну схему заміщення (рис. 5.11). 
Подамо гармонічний вплив )(te  у операторній формі 
)(pU . Для цього знайдемо зображення функції  
)sin()( tEte m . 
Скористаємося формулою із таблиці перетворення Лапла-
са: 
.
64.8873
857.555.0
64.8873
87.02.945.0
2.94
30cos2.9430sin
cossin
)sin()(
2222
22
p
p
p
p
p
p
p
p
tEte m
 
153 
 
 
LiL(0) 
p
uC )0(  
 R2 
U(p) 
I1(p) 
    R1 
IL(p) 
IС(p) 
pL 
pC
1
 
 
Рисунок 5.11 -  Операторна схема заміщення  
 
Подамо гармонічний вплив )(te  у операторній формі 
)(pU . Для цього знайдемо зображення функції  
)sin()( tEte m . 
Скористаємося формулою із таблиці перетворення Лапласа 
.
64.8873
857.555.0
64.8873
87.02.945.0
2.94
30cos2.9430sin
cossin
)sin()(
2222
22
p
p
p
p
p
p
p
p
tEte m
 
Таким чином, одержали зображення джерела гармонічного 
впливу 
64.8873
857.555.0
)(
2p
p
pU . 
Для операторної схеми заміщення (рис. 5.12) складемо сис-
тему рівнянь на основі операторних законів Кірхгофа 
.
)0(
)0(
1
)(
),0()(])[()(
,0)()()(
2
211
1
p
u
Li
pC
IpLRI
LipUpLRpIRpI
pIpIpI
C
lCL
LL
CL
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Дана система рівнянь розв’язується за допомогою методу 
Крамера.  
Запишемо визначники системи для знаходження оператор-
ного струму у котушці індуктивності 
,
90000094505.1320000021003
2
9
1
0
0
111
22
2
21
p
pp
p
pp
pC
pLR
pLRR
 
.
2400000252003620000021003
12
1
)0(
)0(
0
0)0(
101
2
2
2
2
12
p
pp
p
pp
pC
Li
p
u
p
U
LiR
L
C
L
 
Запишемо вираз для операторного струму 
2)(pIL . 
Після математичних перетворень одержимо такий вираз 
для операторного струму у котушці індуктивності: 
.
)20000021003)(64.8873(
752.1380654748.415118.1681805.5
9
2
)(
22
23
ppp
ppp
pIL  
Оскільки степінь знаменника більше, ніж степінь чисель-
ника, то для знаходження оригіналу скористаємося теоремою 
розкладання та подамо вираз для струму у котушці індуктивнос-
ті  )( pI L  у вигляді суми простих дробів: 
.
)2.94(
10966.1
)2.94(
2.94
10295.1
709.113
428.0
296.586
107.0
)(
22
3
22
2
p
p
p
pp
pIL
. 
Тепер перейдемо від зображення струму у котушці індук-
тивності до оригіналу. Для цього скористаємося таблицею пере-
творення Лапласа та одержимо такий вираз для струму у котуш-
ці індуктивності 
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).2.94cos(10966.1)2.94sin(10295.1
428.0107.0)(
32
709.113296.586
tt
eeti ttL  
Побудуємо графік перехідного 
процесу струму у котушці індук-
тивності при гармонічному впливі 
за допомогою програми Mathcad 
(рис. 5.12). 
 
 Рисунок 5.12 
 
Приклад 5.7 Визначити напругу на конденсаторі та стру-
ми при замиканні ключа (рис. 5.13) і побудувати їх криві, якщо 
схема має такі номінали елементів Е=24 В, 20R  Ом,      
501R  Ом, 1002R  Ом, 3C  мкФ. 
Розв’язання 
Розрахуємо початкові умови 
для напруги на конденсаторі Cu  
На основі другого закону 
комутації запишемо 
24)0()0( Euu CC  В. 
Отже, маємо, що 
24)0( EuC  В. 
Зобразимо операторну схе-
му заміщення (рис. 5.14)  
uC 
 R2 
 R1 
E 
С 
 R 
iC i1 
i2 
 
 
Рисунок 5.13 
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Рисунок 5.14 
Для схеми, що зо-
бражена на рис. 6.14 ви-
беремо додатні напрямки 
проходження контурних 
струмів у контурах та 
складемо систему рів-
нянь за методом контур-
них струмів: 
 
.
)0(
)
1
)(()(
,)())((
222211
2222111
p
u
pC
RRpIRpI
p
E
RpIRRpI
C
 
Розв’яжемо рівняння відносно контурного струму  )(22 pI . 
Запишемо визначники системи для розв’язання її методом 
Крамера: 
2
2221
22
221
)
1
)((1 R
pC
RRRR
pC
RRR
RRR
, 
p
u
R
pC
RR
p
E
pC
RR
p
u
R
p
E
C
C
)0(
)
1
)((
1)0( 22
2
2
2 . 
212121
12
22
)(
)(
RRCpRRRRRR
CER
pI . 
Після підстановки числових значень одержимо такий вираз 
6250
1
15.0
1501024
106.3
)(
3
3
22
pp
pI . 
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Контурний струм )(22 pI  збігається за напрямком та зна-
ченням зі струмом, який проходить через конденсатор, тому ма-
ємо 
)()( 22 pIpIC . 
На основі таблиці перетворення Лапласа визначаємо ори-
гінал струму у конденсаторі 
t
C eti
625015.0)(  А. 
Знайдемо напругу на конденсаторі 
tt
CC edte
C
dtti
C
tu 625036250 108)15.0(
1
)(
1
)( . 
Запишемо вираз для напруги на другому опорі 
t
CC eRtitutu
6250
2 3)()()( . 
Тоді за законом Ома запишемо вираз для струму на друго-
му опорі 
te
R
tu
ti 62502
2
2
2 103
)(
)( . 
За першим законом Кірхгофа визначимо струм, що прохо-
дить через перший опір: 
t
C etititi
6250
21 8.1)()()( . 
Графіки зміни струму в колі та напруги на конденсаторі 
побудуємо за допомогою програми Mathcad (рис. 5.15 – рис. 
5.18). 
Як ми зазначили в теорії, перехідний процес закінчиться за 
час 
4108.4
6250
33
3ppt . 
Таким чином, графіки будемо будувати на інтервалі часу 
від 0 до 4105 с. 
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Рисунок 5.15 Рисунок 5.16 
 
  
Рисунок 5.17 Рисунок 5.18 
 
Приклад 5.8 Коло, що зображене на рис. 5.19, вмикається 
на постійну напругу 125U  В.  Знайти вираз для напруги на 
конденсаторі для трьох випадків:  
1) 250R  Ом, 667L  мГн, 2C  мкФ; 
2) 100R  Ом, 40L  мГн, 1C  мкФ; 
3) 100R  Ом, 40L  мГн, 5C  мкФ; 
 
 L 
 R 
 С 
i1 
i2 i3 
U 
 
Рисунок 5.19 
Розв’язання 
Знайдемо операторний вхідний 
опір кола після комутації: 
pC
pL
pC
pL
RpZ
1
1
)(  
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12
2
LCp
RLpRLCp
. 
Запишемо вираз для зображення вхідної напруги 
p
U
pU )( . 
Знайдемо операторний струм у нерозгалуженій ділянці ко-
ла за допомогою операторного закону Ома 
)(
)1(
1
)(
)(
)(
2
2
2
21 RLpRLCpp
LCpU
LCp
RLpRLCp
p
U
pZ
pU
pI . 
Знайдемо зображення напруги на конденсаторі 
,
)(
)(
11
)
11
(
1)(
)1(
1
1
)()(
2
1
22
22
2
1
pF
pF
LC
p
RC
p
RC
U
LC
p
RC
pRC
U
CLp
pL
RLpRLCpp
LCpU
pC
pL
pC
pL
pIpUC
 
де 
RC
U
pF )(1 , 
LC
p
RC
ppF
11
)( 22 . 
1 Розв’яжемо задачу для першого випадку. 
Підставимо числові значення у вираз для напруги на кон-
денсаторі: 
LC
p
RC
p
RC
U
pF
pF
pUC 11)(
)(
)(
22
1  
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636
2
6
10210667
1
102250
1
102250
125
pp
 
.
1075.02000
1025.0
62
6
pp
 
Знайдемо корені знаменника 
62
2 1075.02000)( pppF . 
Для цього прирівняємо його до нуля: 
01075.02000 62 pp . 
Після розв’язання одержуємо такі корені: 
5001p , 15002p . 
Знайдемо похідну знаменника 
20002)(2 ppF . 
Тепер скористаємося теоремою розкладання. 
Напругу на конденсаторі можна подані у вигляді суми 
простих дробів 
21)( AAtuC . 
Коефіцієнти А1, А2 обчислимо за допомогою теореми роз-
кладання: 
,250
1000
1025.0
2000)500(2
1025.0
20002
1025.0
)(
)(
)]([Re
1500500
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500
6
500
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1
1
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e
p
e
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pF
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2000)1500(2
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15001500
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p
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pp
eee
e
p
e
pF
pF
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Таким чином, остаточно одержимо вираз напруги на кон-
денсаторі 
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.250250)( 11
1500500
21
tt
C eeAAtu  
Знайдемо час перехідного 
процесу 
3106
500
33
p
t pp с. 
Побудуємо графік перехідно-
го процесу напруги на конденса-
торі за допомогою програми 
MathCAD (рис. 6.20). 
 
 
Рисунок 5.20 
2 Розв’яжемо задачу для другого випадку 
Підставимо числові значення у вираз для напруги на кон-
денсаторі: 
.
)5000(
1025.1
1011040
1
101100
1
101100
125
11)(
)(
)(
2
6
636
2
6
22
1
p
pp
LC
p
RC
p
RC
U
pF
pF
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Знайдемо корені знаменника 
2
2 )5000()( ppF . 
Для цього прирівняємо його до нуля 0)5000( 2p . 
Після розв’язання одержуємо такі корені:  
500021 pp . 
Оскільки корені кратні (порядок кратності 2), оригінал 
знаходимо за формулою для кратних коренів. 
Спочатку знайдемо 
21mmk , 1)!12()!1( km , 
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1
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pp
pF
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. 
Тепер скористаємося теоремою розкладання для кратних 
коренів: 
.1025.11025.1
]1025.1[]
1
)(
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Знайдемо час перехідного 
процесу 
4106
5000
33
p
t pp с. 
Побудуємо графік перехі-
дного процесу за допомогою 
програми MathCAD (рис. 5.21). 
  
Рисунок 5.21 
3 Розв’яжемо задачу для третього випадку 
Підставимо числові значення у вираз для напруги на кон-
денсаторі: 
LC
p
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p
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U
pF
pF
pUC 11)(
)(
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1  
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Знайдемо корені знаменника 
62
2 1052000)( pppF . 
Для цього прирівняємо його до нуля 
01052000 62 pp . 
Після розв’язання одержуємо такі корені: 
200010001 jp , 200010002 jp . 
Знайдемо похідну знаменника 
20002)(2 ppF . 
Тепер скористаємося теоремою розкладання для комплек-
сних коренів 
)Re(2]Re[2]
)(
)(
Re[2)( 1
2
1 AAe
pF
pF
tu k
tp
k
k
C
k . 
Коефіцієнти А1, А2 обчислимо за допомогою теореми роз-
кладання: 
,
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2000)20001000(2
1025.0
20002
1025.0
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Таким чином, остаточно одержимо вираз напруги на кон-
денсаторі: 
]
4000
1025.0
Re[2)Re(2)( )20001000(
6
1
tj
C e
j
Atu  
]5.62Re[2
4000
1025.0
Re[2 )902000(1000
90
2000
1000
6
tjt
j
tj
t ee
e
e
e  
)]902000sin()902000Re[cos(125 1000 tjte t  
).2000sin(125)2000sin(125 10001000 tete tt  
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Знайдемо час перехідного 
процесу 
3103
1000
3
)Re(
3
p
t pp
с. 
Побудуємо графік перехід-
ного процесу напруги на конден-
саторі за допомогою програми 
MathCAD (рис. 5.22). 
 
Рисунок 5.22 
 
Таким чином, бачимо, що в межах однієї схеми можуть ві-
дбуватися різні процеси залежно від співвідношення елементів 
схеми. 
 
5.6 Запитання для самоперевірки 
 
1 Що лежить в основі операторного методу аналізу перехід-
них процесів? 
2 У чому перевага операторного методу над класичним при 
аналізі перехідних процесів? 
3 Чим заміняються операції диференціювання та інтегруван-
ня при операторному методі розрахунку схем? 
4 Що таке пряме та зворотне перетворення Лапласа? 
5 Які особливості конденсатора і котушки індуктивності при 
зображенні їх на операторних схемах? 
6 Перелічить основні властивості перетворень Лапласа. 
7 Дайте визначення та доведіть властивості лінійності. 
8 Які особливості диференціювання та інтегрування оригіна-
лу? 
9 Сформулюйте теорему подібності. 
10 Сформулюйте теорему запізнювання. 
11 Сформулюйте теорему зсуву. 
12  Який фізичний зміст згортання двох функцій? 
13  Сформулюйте теорему згортання. 
165 
 
14  Які особливості диференціювання і інтегрування зобра-
ження? 
15  Сформулювати теорему про згортання зображення. 
16  Наведіть приклад законів Ома та Кірхгофа в операторній 
формі на послідовному коливальному контурі. 
17  Які особливості перетворення джерела струму в джерело 
напруги в операторних схемах заміщення. 
18  Перелічіть основні етапи розв’язання завдання оператор-
ним методом. 
19  Які особливості операторних схем заміщення? 
20  Як скласти та розв’язати операторні рівняння? 
21  Як визначити оригінал, якщо є зображення? 
22  Які умови застосування теореми розкладання? 
23  Як знаходити оригінал, якщо корені знаменника дійсні, рі-
зні? 
24  Як знаходити оригінал, якщо корені знаменника дійсні, рі-
вні? 
25  Як знаходити оригінал, якщо корені знаменника комплек-
сно-спряжені? 
26  Які особливості розрахунку схеми операторним методом 
при гармонічному впливі? 
 
5.7 Завдання для самостійної роботи 
 
5.1 Для схем, наведених на рис. 5.23, знайти всі струми та 
напруги у операторній формі, якщо на вхід діє постійна напруга. 
 
 R 
L 
 R 
С 
а) б)  
Рисунок 5.23 
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5.2 Знайти оригінал струму, якщо операторний струм схе-
ми заданий у вигляді відношення двох поліномів: 
1) 
)361065.01065.0(
100988162.070
)(
24
24
ppp
pp
pIL ; 
2) 
)101511503(
)101111503(45.5
)(
42
42
ppp
pp
pIL ; 
3) 
)10151202.0(
)10454959.0
)(
32
32
ppp
pp
pIL . 
5.3. Знайти всі струми та напруги в схемі, наведеній на   
рис. 5.24, якщо на вхід діє постійна напруга 10U  В та відомі 
параметри елементів схеми: 1001R Ом, 12R кОм,  10L мГ, 
5.0C мкФ. 
 
 R2 L 
а) 
 R1 
U 
 
 R2 С 
б) 
 R1 
U 
 
Рисунок  5.24 
 
5.4 Знайти зображення гармонічного впливу, якщо на вхід 
лінійного кола діє гармонічна напруга у вигляді функції:  
1) )50220sin(100)( tte ; 
2) )40320cos(200)( tte ; 
3) )60100cos(80)( tte . 
5.5 Для задачі 5.1 знайти операторні струми та напруги у 
колі, якщо на вхід діє гармонічна напруга вигляду: 
1) )sin()( tUte m ; 
2) )cos()( tUte m . 
5.6 Для задачі 5.3 знайти операторні струми та напруги, 
якщо на вхід діє гармонічна напруга вигляду: 
1) )4585sin(115)( tte ; 
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2) )3095cos(103)( tte . 
5.7 Знайти вираз для струму 
та напруги на котушці індуктив-
ності, для схеми, наведеної на 
рис. 5.25, операторним методом. 
 
 
 R2 
L  R1 
U 
С 
 
Рисунок 5.25 
 
5.8 У схемі відбувається перехідний процес. Знайти вирази 
для струму та напруги на котушці індуктивності і на ємності, 
для схеми, наведеної на рис. 5.26, операторним методом при по-
стійній вхідній напрузі, що дорівнює 10U В, якщо схема має 
такі  номінали: 
1) 1001R Ом, 12R кОм 5003R Ом, 2L мГ, 3C мкФ; 
2) 101R Ом, 1002R Ом, 5003R Ом, 20L мГ, 30C нФ. 
 
 R2 
L  R1 
U 
С 
 R3 
 
Рисунок 5.26 
 
5.9 У схемі відбувається перехідний процес. Розрахувати 
всі струми та напруги при постійній вхідній напрузі 10U В 
для розмикання та замикання ключа у схемі, показаній на       
рис. 5.27 з номіналами елементів: 
1) 1001R Ом, 12R кОм, 1L мГ, 1C мкФ; 
2) 6001R Ом, 32R кОм, 2L мкГ, 5C нФ; 
3) 5.11R кОм, 3002R Ом, 70L мГ, 1.0C мкФ; 
4) 1001R Ом, 7002R Ом, 70L нГ, 1C пф. 
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 R2 L 
 R1 U 
С 
 R3 
 
Рисунок 5.27 
 
5.10 Знайти всі струми у колі операторним методом і побу-
дувати їх графіки зміни у часі (рис. 5.28) після комутації, якщо 
відомі номінали елементів схеми: 301R Ом, 52R  Ом,  
53R  Ом, 90L  мГ, 9.0C  мФ, )45300sin(180)( ttu В. 
5.11 Для задачі 5.10 розрахувати всі струми у колі операто-
рним методом і побудувати їх графіки зміни у часі, якщо ключ 
замикається. 
5.12 Розрахувати всі струми у схемі (рис. 5.29) оператор-
ним методом, якщо відомо: 
1) 10)(tu В, 7701R Ом, 12R кОм, 13R кОм, 
65L мГ, 8.1C мкФ; 
2) 10)(tu В, 2801R Ом, 5.12R кОм, 9003R Ом, 
45L мГ, 7C мкФ; 
3) )4590sin(10)( ttu В, 1001R Ом, 22R кОм, 
7003R Ом, 95L мГ, 2.0C мкФ; 
4) )4590cos(12)( ttu В, 1001R Ом, 22R кОм, 
7003R Ом, 95L мГ, 2.0C мкФ.  
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L  R1 
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Рисунок 5.28 Рисунок 5.29 
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РОЗДІЛ 6 РОЗРАХУНОК ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСОВ     
ЧАСОВИМ МЕТОДОМ 
 
Перш ніж перейти до безпосереднього розгляду даного пи-
тання, розглянемо математичний апарат функцій, на яких ґрун-
тується даний метод. 
 
6.1 Функція Хевісайда 
Функція Хевісайда (рис. 6.1), або, по-іншому, функція оди-
ничної сходинки )(1 t  визначається в такий спосіб: 
.0,1
,0,0
)(1
t
t
t       (6.1) 
 
1(t) 
1 
t 0  
 Рисунок  6.1 
При дослідженні перехідних процесів будемо вважати, що 
0)0(1 . 
Властивості функції Хевісайда 
1 Множення на константу та зсув в часі (рис. 6.2): 
.0
,,
)(1
0
0
0
tt
ttA
ttA       (6.1) 
 
1(t-t0) 
t 
A 
t0 0  
 Рисунок  6.2 
2 Інтегрування (рис. 6.3): 
1
0101
01
0
.),(
,,0
)(1
t
ttttA
tt
dtttA  (6.3) 
 
1(t-t0) 
t 
A 
t0 t1 0  
Рисунок  6.3 
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3 Диференціювання (рис. 6.4): 
.,
,,0
)()(1
0
0
00
tt
tt
tttt
dt
d
 (6.4) 
 
0 
1(t-t0) 
t 
1 
t0 t0 t 
d/dt1(t-t0) 
0 
 
Рисунок  6.4 
 
4 Зображення за Лапласом (рис. 6.5): 
.)(1,
1
)(1 0
tpe
p
A
ttA
p
t  (6.5) 
Застосування функції Хевісайда 
1 Функцію одиничної сходинки )(1 t  називають функцією 
включення, таким чином, вона заміняє ключ (рис. 6.5). 
 
e(t) e(t)1(t) 
 
Рисунок  6.5 
 
2 Одиничний прямокутний імпульс можна представити су-
перпозицією (накладенням) зсунутих у часі функцій Хевісайда 
(рис. 6.6). 
 
f1(t) 
f2(t) t 
t t 
f(t)=f1(t)+ f2(t) 
 
τ 
E1(t) 
-E1(t-τ) 
τ  
Рисунок 6.6 
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6.2 Функція Дірака 
Функція Дірака - це імпульс нескінченно малої тривалості з 
нескінченно великою амплітудою. Площа, обмежена цим імпу-
льсом, дорівнює одиниці. Тому цей імпульс ще називають оди-
ничним імпульсом. 
Візьмемо прямокутний імпульс  )(tf  з амплітудою  /1 , 
тоді 1S  (рис. 6.7). 
Для того щоб площа під ним залишалася незмінною при 
зменшенні тривалості імпульсу τ, необхідно пропорційно збіль-
шувати його амплітуду.  
Функцію )(tf  можна представити сумою функцій Хеві-
сайда (рис. 6.8) )
2
(1)
2
(1(
1
)( tttf . 
 
f(t) 
t 
1/τ 
τ/2 -τ/2 
 
 
f(t) 
t 
1(t+τ/2) 
-1(t-τ/2) 
-τ/2 
τ/2 
 
Рисунок 6.76 Рисунок   6.8 
Функцію Дірака можна одержати граничним переходом 
)],(lim[)( tft . 
Властивості функції Дірака 
1 Зсув у часі та множення на константу 
.,0
,,
)(
0
0
0
tt
ttA
ttA  (6.6) 
2 Множення на функцію 
                   
.,0
,,)(
)()(
0
00
0
tt
tttf
tttf  (6.7) 
3 Інтегрування 
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0
0
1)( 0
t
t
AAdtttA , (6.8) 
де  – околиця точки  0t  
                   
t
ttA
tt
dtttA
.,
,,0
)(
0
0
0
 (6.9) 
4 Фільтруюча властивість 
).()()()()( 0000 tfdttttfdttttf  (6.10) 
5 Згортання 
)()()();()()( tfdtgftftft . (6.11) 
6 Зв'язок із функцією Хевісайда 
dt
td
t
)(1
)( . (6.12) 
7 Зображення за Лапласом 
1)( p . (6.13) 
8. Розмірність  )(t    [1/c]. 
 
6.3 Передавальна функція 
 
У загальному випадку передавальна функція визначається 
як відношення реакції кола до параметрів дії або відношення 
вихідного сигналу до вхідного. 
Передавальна функція може бути як за напругою, так і за 
струмом, і за потужністю.  
При знаходженні передавальної функції можна користува-
тися для розрахунку простими рівняннями Кірхгофа для знахо-
дження вихідного сигналу (струму або напруги). 
Для певного виду схем (рис. 6.9) передавальну функцію за 
напругою можна записати відразу. 
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 Z1(p) 
 Z2(p) 
. 
Рисунок  6.9 
Для схем, зображених на  
рис. 6.9, передавальна функція за 
напругою у операторній формі 
записується  
)(
)(
)(
pU
pU
pK
ВХ
ВИХ
U . 
 
 
Вихідна напруга визначається 
)()()( 2 pZpIpU ВХВИХ . 
Вхідний струм визначається 
)()(
)(
21 pZpZ
U
pI ВХВХ . 
 Підставимо одержані результати у вираз для передаваль-
ної функції за напругою: 
.
)()(
)(
)(
)(
)()(
)(
)()(
)(
)(
)(
21
22
21
2
pZpZ
pZ
pU
pZ
pZpZ
U
pU
pZpI
pU
pU
pK
ВХ
ВХ
ВХ
ВХ
ВХ
ВИХ
U
. 
У результаті одержали вираз для передавальної функції за 
напругою 
)()(
)(
)(
21
2
pZpZ
pZ
pKU ,                                      (6.14) 
де )(1 pZ   та  )(2 pZ  – операторні опори кола, які можуть бути як 
дійсними, так і комплексними.  
Характер )(1 pZ   та  )(2 pZ  залежить від параметрів елеме-
нтів схеми. Формула (7.14) так само справедлива і для схем, які 
перетворюються до вигляду схем, зображених на рис. 6.9. 
Розглянемо найпростіше RL-коло, що зображене на       
рис. 6.10 а. Будемо вважати, що опір приймача на виході кола 
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настільки великий, що струм 2i  дуже малий відносно струму 1i , 
тобто будемо вважати, що 02i . 
 
U1 
i1 i2 
 R 
 L U2 
 
U1(p) 
I2(p) 
 R 
 L U2(p) 
I1(p) 
 
a)                           б) 
Рисунок 6.10 
 
На рис. 6.10 б показана операторна схема заміщення схе-
ми, що зображена на рис. 6.10 а. 
При нульових початкових умовах для нашого кола у опе-
раторній формі маємо, де pLpZ )(2 , а RpZ )(1 . 
Передавальна функція кола за напругою, що зображене на 
рис. 6.10 б, визначається як відношення зображень вихідної та 
вхідної напруги: 
pLR
pL
pZpZ
pZ
pU
pU
pKU
)()(
)(
)(
)(
)(
21
1
1
2 . 
 
6.4 Імпульсна характеристика 
 
Імпульсною характеристикою називається реакція кола 
(напруга або струм) на виході при прикладанні до входу кола 
дельта-функції  )(t  (струму або напруги, рис. 6.11). 
 
g(t) δ(t) Коло 
K(p) 
. 
Рисунок  6.11 
Розмірність )(tg  дорівнює 
розмірності реакції, діленої на 
розмірність впливу і на секунду.  
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Якщо не враховувати розмірність, то імпульсною характе-
ристикою можна вважати реакцію кола на функцію Дірака.   
Імпульсна характеристика характеризує вільний процес. 
Інакше кажучи, якщо моментально збудили коло нескінченно 
вузьким імпульсом з нескінченною амплітудою та відразу вплив 
забрати, то  коло повернеться у вихідний стан (якщо воно стій-
ке). Цей процес і буде за формою збігатися з імпульсною харак-
теристикою )(tg . Щоб побачити даний процес на осцилографі, 
необхідно на вхід лінійного кола подати періодичну послідов-
ність імпульсів тривалістю  τ, з періодом Т, щоб ppt   і  
pptT ,  де ppt  – час згасання вільної складової перехідного 
процесу, або час перехідного процесу. 
Оскільки зображення за Лапласом 1)( p , то реакція у 
операторному вигляді )( p  буде чисельно дорівнює передава-
льній функції )( pK  
)()()()( pKpKppG .                                      (6.15)
Оригінал імпульсної характеристики )(tg  знаходимо за 
допомогою зворотного перетворення Лапласа: 
                      
)}({)( 1 pKLtg .                                      (6.16) 
Таким чином, імпульсну характеристику знаходимо зворо-
тним перетворенням Лапласа від передавальної функції. 
 
6.5 Перехідна характеристика 
 
Перехідною характеристикою називається реакція кола 
(струм або напруга) на виході, якщо на вхід прикладений оди-
ничний східчастий вплив (струму або напруги).  
Перехідна характеристика чисельно дорівнює реакції кола 
на вплив у вигляді функції Хевісайда, а її розмірність – це від-
ношення розмірності реакції до розмірності дії (рис. 6.12). 
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h(t) 1(t) Коло 
K(p) 
. 
Рисунок  6.12 
Розмірність  )(th  зазнача-
ємо для того, щоб при знахо-
дженні реакції кола на вплив 
довільної форми одержували 
необхідну розмірність. 
 
 
         При під’єднанні кола до джерела одиничної напруги пере-
хідна характеристика струму називається перехідною провідніс-
тю, а при під’єднанні кола до джерела одиничного струму пере-
хідна характеристика напруги називається перехідним опором. 
Якщо на вхід кола подати одиничний східчастий імпульс 
(струму або напруги), то відбувається перехід від одного сталого 
режиму до іншого.   
Перехідну характеристику можна визначити операторним 
методом з урахуванням  зображення функції Хевісайда 
p
t
1
)(1  
p
pK
p
pKpH
)(1
)()( .                                      (6.17) 
Для знаходження оригіналу )(th  необхідно виконати зво-
ротне перетворення Лапласа 
}
)(
{)( 1
p
pK
Lth .                                      (6.18) 
Таким чином, перехідна характеристика може бути знай-
дена як зворотне перетворення Лапласа від передавальної функ-
ції, поділеної на комплексну змінну p . 
Перехідну характеристику можна також одержати класич-
ним методом. Для цього необхідно розрахувати перехідний про-
цес щодо шуканої реакції при включенні кола на постійний 
вплив.  
Для одержання стійкого зображення перехідної характери-
стики на осцилографі необхідно подати на вхід кола періодичну 
послідовність  прямокутних імпульсів з періодом, що на багато 
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перевищує час тривалості перехідного процесу. Це необхідно 
для того, щоб перехідний процес реакції кола на зникнення ім-
пульсу закінчився до надходження наступного імпульсу. Трива-
лість імпульсу так само повинна перевищувати час, необхідний 
для закінчення перехідного процесу. Тоді реакція на передній 
фронт імпульсу за формою збігається з перехідною характерис-
тикою. 
 
6.6  Знаходження реакції кола на вплив                              
операторним методом 
 
Зв'язок імпульсної та перехідної характеристик: 
.)()(),()(
0
t
dttgthth
dt
d
tg                                 (6.19) 
Постановка завдання полягає в тому, що є коло, на вхід 
якого подали вхідний сигнал довільної форми, і необхідно знай-
ти реакцію кола на цей сигнал операторним методом (рис. 7.13).
  
 
y(t) x(t) 
Коло 
F(p) 
 
Рисунок 6.13 
 
1 Знаходимо передавальну характеристику )( pK .   
2 Знаходження зображення дії )()( pXtx . 
3 Знаходження реакції: 
                             )()()( pKpXpY .                               (6.20) 
4 Знаходження оригіналу за допомогою зворотного пере-
творення Лапласа 
                                )}({)( 1 pYLty .                            (6.21) 
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6.7 Знаходження реакції кола на дію часовим методом 
 
Часовий метод знаходження реакції кола на вхідний сигнал  
ще називають інтегралом Дюамеля або інтегралом  суперпози-
ції, що ґрунтується на згортанні двох функцій. 
Покажемо  фізичний зміст згортання двох функцій: 
dftfdtfftftf )()()()()()( 212121 .                                      (6.22)
 
t 
f1(t) 
t 
f2(t) 
t 
f1(τ) 
f2(t-τ) 
t 
t 
f1(τ) 
t 
f2(t-τ) 
 
Рисунок 6.14  
 
Фізично згортання двох функцій означає, що ми беремо 
одну із двох функцій (можна будь-яку) і обертаємо (відображає-
мо) її відносно осі ординат (вона виявиться у від’ємній області) і 
потім пересуваємо цю функцію праворуч (рис. 6.14). Як тільки 
функція  )(2 tf  почне перетинати нуль, вона почне перекри-
ватися з функцією )(1f . Оскільки інтеграл від функції – це 
площа під графіком цієї функції, то згортання двох функцій – це 
площа області перетину цих функцій. 
Знайдемо відгук кола на довільний вплив за допомогою 
імпульсної та перехідної характеристик з урахуванням того, що  
),()( th
dt
d
tg      
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.)()()()(
)()()()()()()(
dhtxdthx
dgtxdtgxtgtxty
.                                      (6.23) 
Диференціювати можна і вхідну функцію, тому що в опе-
раторному вигляді функція реакції має вигляд 
)()(
)(
)()( thtx
p
pK
ppXpY .    
Тому інтеграл згортання можна записати по-іншому: 
dhtxdthxtgtxty )()()()()()()( .                                      (6.24) 
Припустимо, у нас є лінійне коло (рис. 6.15), що має передатну 
функцію )(pK , імпульсну )(tg  та перехідну )(th  характеристи-
ки.  
 
uВИХ(t) uВХ(t) K(p) 
g(t) 
h(t) 
 
Рисунок  6.15 
 
Запишемо вихідний сигнал за допомогою інтеграла Дюа-
меля: 
       
t t
BXBX
t t
BXBX
ВИХ
dhtudthu
dgtudtgu
tu
0 0
0 0
.)()()()(
,)()()()(
)(                 (6.25) 
Але при обчисленні відгуку кола на дію, закон зміни якого 
починається не з нуля, а з якогось початкового рівня 0U         
(рис. 6.16), виникають деякі проблеми при інтегруванні. Справа 
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у тому, що похідна від вхідного сигналу буде мати перегиби з 
ваговим коефіцієнтом 0U : 
BXBXBXBX utUutUtu )()0()()( 0 . 
Будемо шукати реакцію на BXU , використовуючи інтеграл 
Дюамеля: 
   
.)()()()()(
)()()()()()0(
)()]()()0([)(
0
0
0
0
00
0
dhtuthUdthu
thUdthudthu
dthututu
t
BX
t
BX
t
BX
t
BX
t
BXBXВИХ
                  (6.26) 
Аналогічно можемо записати і для імпульсної характерис-
тики: 
dgtutu
t
BXВИХ )()()(
0
. 
У цьому може виникнути потреба, оскільки імпульсна ха-
рактеристика так само може містити функцію )(t , оскільки 
dt
tdh
tg
)(
)( .  
У цьому випадку )()()0()( ththtg  й містить у собі δ-
функцію. Імпульсна характеристика містить δ-функцію, якщо 
перехідна характеристика починається не з нуля (рис. 6.17) або 
степінь полінома чисельника й знаменника схемної функції од-
накові при розрахунку однієї й тієї самої перехідної характерис-
тики. 
181 
 
 
uВХ(0)=U0 
uВХ 
t 
 
 
h(t) 
t 
h(0) 
 
Рисунок 6.16 Рисунок   6.17 
 
Запишемо для цього випадку інтеграл Дюамеля 
.)()()()()0(
)]()()0([)()(
00
0
dhtudtuh
dhhtutu
t
BX
t
BX
t
BXВИХ
 
Остаточно одержимо: 
,)()()()0(
)()()()0()(
0
0
dthutuh
dhtutuhtu
t
BXBX
t
BXBXВИХ
 
.)()()()0(
)()()()0()(
0
0
dtgutuh
dgtutuhtu
t
BXBX
t
BXBXВИХ
.          
При розрахунку реакції форму інтеграла Дюамеля вибира-
ють, виходячи з того, що легше розрахувати, похідну вхідного 
сигналу або перехідної характеристики. 
У деякій літературі перехідну характеристику )(th , що чи-
сельно дорівнює  струму, називають перехідною провідністю та 
позначають як )(tg , а перехідну функцію, що чисельно дорів-
нює напрузі, називають перехідною функцією напруги. Але вар-
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то пам'ятати, що обидві ці функції є часовими характеристиками 
і так само називаються перехідними характеристиками та позна-
чаються  )(th . Так само не слід плутати перехідну провідність із 
імпульсною характеристикою. При використанні в розрахунку 
однієї із цих характеристик  необхідно чітко зазначити, яку з них 
ви використаєте. 
Розглянемо вхідний вплив у вигляді складної функції     
(рис. 6.18). 
 
U
(t
) 
t 
t1 t2 t3 
u2(t) 
u3(t) 
u1(t) 
U3 
U2 
U0 
0 
U1 
 
Рисунок  6.18 
 
Скористаємося для розрахунку інтегралом Дюамеля. 
Заданий графік зміни зовнішньої напруги розіб'ємо на ді-
лянки та запишемо вираз для струму кожної ділянки: 
     
t
dthuthUtitt
0
101 )()()()(;0)1 ,               (6.27) 
 
Рисунок 6.19 а, б 
 
На першому інтервалі графік перехідної характеристики 
(6.18)  буде перетинати графік вхідного сигналу )(tu  у довільній 
точці t  і переміщається праворуч (графік показаний штриховою 
лінією на рис. 6.19 а): 
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;)()()()(
)()()()(;)2
1
2112
1
0
1012
t
t
t
dthutthUU
dthuthUtittt
                 (6.28) 
На другому інтервалі (6.18) графік перехідної характерис-
тики буде перетинати графік вхідного сигналу )(tu  у довільній 
точці t  і переміщуватися праворуч (графік показаний штрихо-
вою лінією на рис. 6.19 б), а так само перетинати графік вхідно-
го сигналу (6.18) на першому проміжку в точці 1t : 
,)()()()(
)()()()(
)()()()(;)3
2
3223
1
2112
1
0
1032
t
t
t
t
t
dthutthUU
dthutthUU
dthuthUtittt
                     (6.29) 
 
Рисунок 6.19 в, г 
 
На третьому інтервалі графік перехідної характеристики 
буде перетинати графік вхідного сигналу )(tu  (рис. 6.18) у дові-
льній точці t  і переміщатися праворуч (графік показаний штри-
ховою лінією на рис. 6.19 в), а так само перетинати графік вхід-
ного сигналу на першому проміжку в точці 1t , а на другому  
проміжку – в точці 2t : 
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.)()()()(
)()()()(
)()()()(;)4
3
2
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2
1
2112
1
0
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t
t
t
t
t
dthutthUU
dthutthUU
dthuthUtitt
                  (6.30) 
 На четвертому інтервалі графік перехідної характеристи-
ки буде перетинати графік вхідного сигналу )(tu  (рис. 7.18) у 
довільній точці t  і переміщатися праворуч (графік показаний 
штриховою лінією на рис. 7.19 г), а так само перетинати графік 
вхідного сигналу на першому проміжку у точці 1t , а на другому 
проміжку – у точці 2t  і на третьому проміжку – у точці 3t . 
У даних розрахункових виразів прийняті такі позначення: 
)(1 tu , )(2 tu  і )(3 tu  – похідні від напруги розглянутих ділянок за 
часом, у яких замість t  підставляється τ.  
 
6.8 Приклади розв’язування задач 
 
Приклад 6.1 Знайти реакцію довільного кола на вхідний 
сигнал у загальному вигляді. Вхідний сигнал заданий  у вигляді 
рівнобедреного трикутника (рис. 6.20).  
Розв’язання 
Даний сигнал )(tuBX можна подати у вигляді суми сигналів 
)(1 tu , )(2 tu  і )(3 tu  (рис. 6.20 б). Тут досить знайти реакцію за 
допомогою інтеграла Дюамеля тільки на одну функцію 
tUtu 01 )( . Припустимо, що ця реакція дорівнює )(.1 tu ВИХ , тоді 
реакція на весь вхідний сигнал буде знайдена в такий спосіб із 
застосуванням принципу суперпозиції 
).(1)()(1)(2)(1)()( 22.111.1.1 ttttuttttuttutu ВИХВИХВИХВИХ Для 
побудови графіків за допомогою програми MathCAD важливо 
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множити на функцію Хевісайда. У цій програмі функція )(1 t  по-
значається через )(t . 
 
UBX(t) 
t 
t1 t2 
U1(t)=U0t 
U0 
0 
UBX(t) 
t 
t1 t2 
U3(t)=U0(t-t2) 
0 
U2(t)=-2U0(t-t1) 
a 
б 
 
Рисунок 6.20 
 
Приклад 6.2 Знайти  реакцію кола на трикутний імпульс 
)(ts   (рис. 6.21) з імпульсною характеристикою )(tg . 
 
t 
t 
t 
S(t) 
S΄(t) 
S΄΄(t) 
τ/2 -τ/2 
0 
0 
0 
1 
2/τ 
-2/τ 
2/τ·δ(t-τ/2) 2/τ·δ(t+τ/2) 
-4/τ·δ(t)  
 Рисунок  6.21 
 
Розв’язання 
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Двічі продиференціюємо сигнал )(ts . Графіки продифере-
нційованих сигналів )(ts  і )(ts  розміщені під графіком )(ts . 
Неважко помітити, що друга похідна сигналу являє собою суму 
трьох δ-імпульсів, коефіцієнти при яких дорівнюють стрибком  
першої похідної )(ts . Тоді одержуємо 
)(
4
)
2
(
2
)
2
(
2
)( tttts . 
З огляду на що )()( 2 pSpts  за операторним численням,  
праву частину одержуємо тоді у вигляді 
422
)( 2/2/2 pp eepSp  
Звідси знайдемо зображення сигналу 
)
422
(
1
)( 2/2/
2
pp ee
p
pS . 
Знайдемо реакцію кола на цей сигнал. Реакція кола в опе-
раторній формі )(pU дорівнює зображенню добутка імпульсної 
характеристики на операторну дію: 
).
422
(
1
)()()()( 2/2/
2
pp ee
p
pGpSpGpU  
Запишемо оригінал реакції кола, що визначається зворот-
ним перетворенням Лапласа від операторної реакції: 
)].
422
(
1
)([
)]()([)]([)(
2/2/
2
1
11
pp ee
p
pGL
pSpGLpULtu
. 
 
Приклад 6.3 Знайти імпульсну, перехідну характеристику 
та вплив для сигналу (рис. 6.22) в схемі, зображеній на рис. 6.20. 
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t 0 
E 
E·e-α·t·1(t) 
uBX(t) 
 R 
 L 
 
                      Рисунок 6.22                             Рисунок  6.23 
  
Розв’язання 
Для розв’язання скористаємося операторним методом. 
1 Знайдемо передавальну функцію. 
Для нашої схеми знайдемо передавальну функцію кола за 
напругою 
/1
/1
1
1
1/
1
)(
ppRpLRpL
R
pKU . 
2 Знайдемо імпульсну характеристику 
/111 1]
/1
1
[
1
]
/1
/1
[)]([)( tU e
p
L
p
LpKLtg . 
За таблицю  перетворень Лапласа або за допомогою теоре-
ми розкладання знаходимо,  що /
/1
1 te
p
. 
3. Знайдемо перехідну характеристику 
/
0
/
0
1
1
)()( t
t
t
t
edtedttgth . 
4. Побудуємо графіки знайдених характеристик (рис. 6.24  
та  рис. 6.25). 
 
t 0 
g(t) 
t 0 
h(t) 
1 
 
Рисунок 6.24                             Рисунок  6.25 
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Тепер знайдемо реакцію кола, якщо на її вхід поданий сиг-
нал )(tU BX . 
5. Знайдемо зображення вхідного сигналу 
 
        6. Знайдемо вихідний сигнал за допомогою зворотного пе-
ретворення Лапласа 
.
)/1)((
1
/1
/1
)()()( 11
pp
E
pp
E
LpKpULtu UBXВИХ
 
За теоремою розкладання  розкладаємо вираз в дужках на 
множники: 
/1)(
)(
)/1)((
1 21
2
1
p
A
p
A
tS
tS
pp
, 
ppptS 2/1/1)(2 . 
Знайдемо лишки в нулях: 
/1
1
/12
1
)(
)(
2
1
1 pp
ptS
tS
A , 
/1
1
/12
1
)(
)(
/1/1
2
1
2 pp
ptS
tS
A . 
З урахуванням вищеодержаних результатів маємо 
)
/1
()( 21
p
A
p
AE
pUВИХ . 
Перейдемо від зображення до оригіналу 
).(1)(
/1
1
)
/1
1
/1
1
()()(
//
2
2
1
1
tee
E
e
e
E
eAeA
E
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ttt
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ВИХ
 
).()(1 pU
p
E
tEe BX
t
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Нехай 1 , тоді побуду-
ємо графік реакції, тобто  вихі-
дної напруги (рис. 6.26). 
 
 
t 0 
E 
uBИX(t) 
 
 Рисунок  6.26 
 
Приклад 6.4 Для схеми із прикладу 6.3 (рис. 6.20) знайти 
відгук часовим методом, тобто через згортання або інтеграл Дю-
амеля. 
Розв’язання 
Скористаємося результатами попереднього прикладу і за-
пишемо імпульсну характеристику та позначимо сталу часу кола 
через К , щоб не було плутанини при розрахунку інтеграла Дю-
амеля  /
1
)( t
К
etg . 
 Запишемо відгук кола через інтеграл Дюамеля: 
t
BXBXВИХ dgutgtutu
0
)()()()(
2
1
)(  
t
КК
d
t
E
0
)(exp(
1
)exp(  
.)(exp()exp(
0
t
КК
d
tE
 
Після розрахунку інтеграла одержуємо 
)(
/1
1
)(
/ Кtt
КК
ВИХ ee
E
tu . 
 
Приклад 6.5 Графічно заданий сигнал складної форми 
(рис. 6.27), що діє на вході з імпульсною характеристикою 
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tbaetg )( . Знайти аналітичний вираз сигналу, якщо 1t ,  
5.22t , 53t  і 5.74t . 
 
u(t) 
t 
t1 t2 t4 
u3(t) 
u1(t) 
U2 
U1 
U0 
0 
t3 
U3 u2(t) 
u4(t) 
 
 
Рисунок  6.27 
 
Розв’язання 
Знаходимо сталу часу кола b/1 . 
Знаходимо значення часу для побудови графіка: 
1t ,  5.22t , 53t  і 5.74t . 
Для побудови рівняння прямої напруги скористаємося та-
ким співвідношенням з аналітичної геометрії: 
12
1
12
1
xx
xx
yy
yy
. 
Рівняння для першої прямої 
1
0201
102
01 )()(
0
0)(
t
t
UUUtu
t
t
Uu
Utu
. 
Рівняння для другої прямої 1tt . 
Рівняння для третьої прямої 
12
1
3132
12
1
13
32 )()(
)(
tt
tt
UUUtu
tt
tt
UU
Utu
. 
Рівняння для четвертої прямої 13 )( Utu . 
Рівняння для п’ятої  прямої 
34
3
114
34
3
1
14 )(
0
)(
tt
tt
UUtu
tt
tt
U
Utu
. 
Таким чином, аналітичний вираз сигналу буде мати вигляд 
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Приклад 6.6 Розрахувати передавальну функцію за напру-
гою та перехідну характеристику для схеми, зображеної на     
рис. 6.28.  
Розв’язання 
Після перетворення 1R  та  1C  у послідовне з'єднання, а 2R  
та  2C  у паралельне з'єднання одержуємо схему (рис. 6.29). 
 
 R2 
 С1 
 С2 
 R1 
 
Рисунок 6.28 
 
 Z1(p) 
 Z2(p) 
  
Рисунок  6.29 
Передавальна функція за напругою у операторній формі 
такої схеми визначається за такою формулою: 
)()(
)(
)(
21
2
pZpZ
pZ
pK , де 
2
2
2
2
2 1
1
)(
pC
R
pC
R
pZ . 
Далі після спрощення виразу для передавальної функції 
одержуємо 
.
)(
1
)1(
1
)(
111
2
222121122
122
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11
1
2
2
1
CCRpCRCCCRCCRp
ccRp
CpR
CpR
C
C
R
R
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Після введення заміни одержуємо 
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222
2
1)(
dpbap
pb
pK , 
де 1221 CCRb ,  2221211222 CRCCCRCCRb ,  112 CRa ,   12 Cd . 
Перехідна характеристика визначається через зворотне пе-
ретворення Лапласа 
p
pK
Lth
)(
)( 1 . 
Розкладемо вираз у дужках на прості дроби: 
2
2
1
1
222
2
1)(
pp
A
pp
A
dpbap
b
p
pK
, 
1p  і 2p  – корені полінома знаменника, або полюса схемної фун-
кції. 
Для знаходження констант 1A   і  2A  будемо використову-
вати теорему розкладання. У цьому випадку вона застосовна, 
оскільки степінь полінома чисельника менше від степеня полі-
нома знаменника: 
)(
)()(
2
1
222
2
1
pF
pF
dpbap
b
p
pK
, 
              
11
22
1
2
1
1
2)(
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pppp
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b
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pF
A ,                                       
             
22
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1
2
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2
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pppp
pbpa
b
pF
pF
A . 
 Тепер одержуємо перехідну характеристику 
tptp
eAeA
pp
A
pp
A
p
pK
Lth 21 21
2
2
1
11 )()( . 
 
t 
h(t) 
0 
1/τ 
 
Рисунок 6.30                                 
Побудуємо орієнтовний 
графік залежності перехідної 
характеристики у часі          
(рис. 6.30). 
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Приклад 6.7 Знайти ім-
пульсну характеристику, як-
що вихідним є струм у першій 
котушці індуктивності 1Ci  для 
схеми, зображеної на           
рис. 6.31. 
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 Рисунок 6.31 
Розв’язання 
Запишемо  операторний опір кола в точках 11′′, 22′: 
2
2
2
2
'11 1
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Запишемо повний опір кола 
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Для імпульсної характеристики: на вхід кола діє напруга у 
вигляді дельта-функції )(t , зображення якого за Лапласом буде 
1. Тому 1)(pU . 
Тепер нам необхідно знайти зображення струму  )(
1
pIC . 
Для цього знайдемо зображення струму )(1 pI : 
)(
1
)(
)(
)(1
pZpZ
pU
pI . 
Знайдемо зображення напруги на ємності 
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11 )()()(1 RpIpUpUC . 
Тепер знайдемо зображення струму ємності 
)(
)(
)(
1 pZ
pU
pI CC . 
Знайдемо імпульсну характеристику, що визначається від-
ношенням вихідної величини )(1 pIC  до вхідного )(pU : 
)(
)(
)( 1
pU
pI
pg
C
. 
 
Приклад 6.8 На вхід кола, наведеного на рис. 6.32, діє на-
пруга, яка змінюється за законом, зображеним на рис. 6.32. 
Знайти вираз для шуканої величини 2i , якщо вона є вихідною. 
Побудувати графіки зміни заданої напруги, шуканої величини, 
перехідної  та імпульсної характеристик. Абсолютні значення 
напруги 100U В, 51U В, 202U  та номінали елементів ко-
ла 101R Ом, 202R Ом, 100L мГн. У задачі вважати, що 
1t , 5.12t , 23t , 5.24t , де   – стала часу кола. 
 
R1 
u(t) L 
R2 
u(t) 
 
Рисунок 6.32 
 
Розв’язання 
Знаходимо загальний опір кола (рис. 6.32) у операторній 
формі: 
.
200
3200
10)(
2
2
1
p
p
RpL
pLR
RpZ  
Розраховуємо зображення операторного струму на опорі 
1R , якщо на вході діє операторна напруга ppU /1)( : 
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)3200(
200
1.0
)(
)(
)(1
pp
p
pZ
pU
pI . 
Запишемо значення напруги на другому опорі: 
p
RpIpUpU
3200
2
)()()( 112 . 
Запишемо значення струму на другому опорі: 
)3200(10
1)(
)(
2
2
2
pR
pU
pI . 
Знайдемо перехідну  функцію у операторній формі: 
)2003(
1.0
)(
)(
)(
)(
)( 2
p
p
pU
pI
pU
pI
pH
BX
ВИХ . 
Знайдемо оригінал перехідної характеристики: 
).667.66exp(222.2
}
)2003(
1.0{)}({)( 11
t
p
p
LpHLth
. 
Знайдемо оригінал імпульсної характеристики: 
tt eeth
dt
d
tg 667.66667.66 134.148134.148)()( . 
Знайдемо сталу часу кола: 
015.0
667.66
11
p
с. 
Побудуємо графіки зміни цих величин у часі (рис. 6.33 та 
рис. 6.34). 
  
Рисунок 6.33 Рисунок 6.34 
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Розрахуємо рівняння вхідного сигналу, що зображений на 
рис. 6.32.  
Знайдемо значення часу для побудови графіків: 
015.01t с; 022.05.12t с. 
Знайдемо рівняння напруг на різних інтервалах: 
1) 10 tt :   
0
0)(
102
01
t
t
UU
Utu
, 
після перетворень одержимо рівняння прямої: 
1067.666)(1 ttu ; 
2) 21 ttt :  
12
1
21
22 )(
tt
tt
UU
Utu
, 
після перетворень одержимо рівняння прямої: 
502000)(2 ttu . 
Для того, щоб розрахувати інтеграл Дюамеля, необхідно 
знайти похідні: 
67.666
)1067.666()(
)( 11
dt
td
dt
tdu
tu ; 
2000
)502000()(
)( 22
dt
td
dt
tdu
tu .  
При розрахунку реакції кола на вхідну дію скористаємося 
інтегралом Дюамеля: 
1) 10 tt ,  .22.22)()()()(
0
101
t
dthuthUti , 
2) 21 ttt , 
.659.6688.88
)()()()()()(
1667/66
2
0
102
1
1
t
t
t
t
e
dthudthuthUti
 
3) 2tt , 
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.769.7788.88)()0(
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1
1
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t
t
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Доданок )(0 thU  зумовлений стрибком напруги від 0 до 0U  
у момент часу 0t , а доданок )()0( 21 tthU  зумовлений 
стрибком напруги від 0 до 1U  у момент часу 2t . 
Таким чином, одержуємо: 
.),(
,),(
,0),(
)(
23
212
11
ttti
tttti
ttti
tiВИХ       .),(
,0),(
)(
212
11
ttttu
tttu
tuВХ  
Побудуємо в одному масштабі графіки зміни вхідної та ви-
хідної величин (рис. 6.35 та рис. 6.36). 
  
Рисунок 6.35 Рисунок 6.36 
 
6.9  Запитання для самоперевірки 
1 Дати визначення функції Хевісайда. 
2 Назвати властивості функції Хевісайда та розкрити їхню 
суть. 
3 Навести приклади застосування функції Хевісайда. 
4 Дати визначення функції Дірака. 
5 Перелічити властивості функції Дірака та розкрити їхню 
суть. 
6 Що таке імпульсна характеристика? 
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7 Як знайти імпульсну характеристику? 
8 Яка розмірність імпульсної характеристики? 
9 Що таке перехідна характеристика? 
10 Яка розмірність перехідної характеристики? 
11 Як знайти перехідну характеристику? 
12 Як знайти реакцію кола на вплив операторним методом? 
13 Як знайти реакцію кола на вплив часовим методом? 
14 Який фізичний зміст згортання двох функцій? 
15 Яка графічна інтерпретація згортання двох функцій? 
16 Що таке інтеграл Дюамеля?  
17 Навести всі форми запису інтеграла Дюамеля. 
18 Що таке передатна функція? 
19 Навести приклад передатної функції для найпростішого ко-
ла. 
20 Розкрити суть методу розкладання сигналу на прості для ві-
дшукання реакції кола на вплив. 
21 Розкрити суть знаходження зображення сигналу на вході за 
допомогою його диференціювання на прикладі простого сиг-
налу. 
 
6.10 Завдання для самостійної роботи 
6.1. Знайти імпульсну та перехідну характеристики кола, 
зображеного на рис. 6.37, та побудувати орієнтовні графіки 
знайдених величин.  
 
 L 
 R  L 
 R 
 
                           а)                                             б) 
Рисунок  6.37 
6.2 Знайти імпульсну та перехідну характеристику кола, 
зображеного на рис. 6.38, і побудувати орієнтовні графіки цих 
величин. 
199 
 
 
 С 
 R  С 
 R 
 
                              а)                                  б) 
Рисунок  6.38 
6.3 Знайти імпульсну та перехідну характеристики кола, 
зображеного на рис. 6.39, та побудувати орієнтовні графіки 
знайдених величин. 
 
 R2 
 С 
 R1 
 R2  L 
 R1 
                                                           
а)                                     б) 
Рисунок  6.39 
 
6.4 Знайти імпульсну та перехідну характеристики кола, 
зображеного на рис. 6.40, та побудувати орієнтовні графіки.  
 
 R2 
 С2 
 R1  С1 
 
 
 С  L 
 R 
 
а б 
Рисунок  7.40 
6.5 Знайти імпульсну та перехідну характеристики кола, 
зображеного на рис. 6.41. 
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а б 
Рисунок  6.41 
6.6 Знайти імпульсну та перехідну характеристику кола, 
зображеного на рис. 6.42. 
6.7 Знайти імпульсну ха-
рактеристику кола, зображено-
го на рис. 6.43, якщо як узго-
джувальна ланка (К=1) вико-
ристовується ідеальний повто-
рювач. Як коло 1 взяти коло із 
завдання 6.1 а, а за коло 2 взя-
ти схему із завдання 6.2 б. 
 
 L 
 R1 
 R2 
 С 
 
Рисунок. 6.42 
 
Коло 1 Коло 2 К=1 
Вхід Вихід 
 
Рисунок. 6.43 
 
6.8 Для прикладів 6.1 та 6.2 знайти сигнал на виході, якщо 
на вхід діє сигнал: 
1) tEetu )( ;  2) ttetu )( ; 3) ]cos[)( tAetu t ;  
4) ]sin[)( tAetu t . 
6.9 Для прикладів 6.3 та 6.4 знайти сигнал на виході, якщо 
на вхід діє сигнал: 1) tEetu )( ;  2) ttetu )( ; 3) 
]cos[)( tAetu t ; 4) ]sin[)( tAetu t . 
6.10 Для прикладів 6.5 та 6.6 знайти сигнал на виході, якщо 
на вхід діє сигнал: 
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1) tEetu )( ;  2) ttetu )( ;  3) ]cos[)( tAetu t ;  
4) ]sin[)( tAetu t . 
6.11. Знайти зображення сигналів, показаних на рис. 6.44. 
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Рисунок 6.44 
6.12. Знайти реакцію кола, зображеного на рис. 6.45, якщо 
на вхід діє сигнал, показаний на рис. 6.46. 
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Рисунок  6.45 
 
t 
u(t) 
u(t)=βte-α·t 
а) t 
u(t) u(t)=Ee
-α·t·sh(βt) 
α>β>0 
б) г) 
u(t) 
τ/2 τ 
E 
t 
-E 
u(t)=Ecos(Ωt) 
Ω=π/τ 
 
Рисунок 6.46 
